%7 %9 %F %‘ ?t M} IV KR Ln =_ 0l O: 1998 G/ 8 7n 13 F|

1 L\ <! Bh 1 >O $O $8 $a $K 5 1.1 ;2 9M =q : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5 1.2 I> 2A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5 1.3 9V 5A Fb MF : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 5 Bh 2 >O $J $< ?t CM 2r K! $r $d $k $N $+ $H $$ $& $3 $H 7 2.1 2D @Q J, $H Hs 2D @Q J, : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 8 Bh 3 >O 2r $N B8 :_ 11 3.1 =i 4| CM Ld Bj $N 2r $N B8 :_ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 11 Bh 4 >O ?t CM 2r K! $N 4p K\ !’ Euler metho d 13 4.1 Euler K! | 0l JQ ?t $N >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 13 4.2 Nc !’ @~ 7A J} Dx <0 $N >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 4.3 7W ;; 5! $N @: EY : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 14 4.4 4] $a 8m :9 $N $" $k >l 9g $N <} B+ @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 15 4.5 %* %$ %i !< K! $N <} B+ @- $H BG $A @Z $j 8m :9 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 17 4.6 8e B‘ %* %$ %i !< K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 4.7 $b $& >/ $7 8- $$ J} K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 18 Bh 5 >O %k %s %2 !& %/ %C %? K! 21 5.1 Fs <! $N %k %s %2 !& %/ %C %? K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 5.2 8x <0 $N <! ?t $K $D $$ $F : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 21 5.3 RK K! $N 0l HL 7A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 22 5.4 8E E5 E* Runge-Kutta K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 23 5.5 M[ 8x <0 $N E~ C# 2D G= <! ?t : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24 5.6 9o $_ I} D4 @a $H Kd $a 9~ $_ 7? 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 24 Bh 6 >O 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 27 6.1 %, %& %9 7? ?t CM @Q J, : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 27

2 6.2 ?t CM @Q J, $K 4X $9 $k OC $N B3 $- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 28 6.3 %, %& %9 7? 8x <0 $N <! ?t : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 30 6.4 Hy J, J} Dx <0 $X $N @Q J, 8x <0 $N E, MQ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 31 6.5 Be ?t J} Dx <0 $N 07 $$ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 32 6.6 %, %& %9 7? 0J 30 $N 1" E* 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 33 Bh 7 >O @~ 7A B? CJ 3, K! 35 7.1 @~ 7A B? CJ 3, K! $N 9M $( J} : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35 7.2 %" %@ %‘ %9 K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 35 7.3 =P H/ 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36 7.4 1" E* %" %@ %‘ %9 K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 36 7.5 8m :9 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 37 7.6 %K %e !< %H %s Jd 4V $H %" %@ %‘ %9 8x <0 $N <B MQ E* F3 =P : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 38 7.7 ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k ;~ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 39 7.8 7W ;; Cf $N 8m :9 I> 2A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40 7.9 %k %s %2 !& %/ %C %? $H $N Hf 3S : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 40 Bh 8 >O 30 A^ K! 41 8.1 ?t CM @Q J, $K $* $1 $k 30 A^ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 41 8.2 B? 9‘ <0 6a ;w $N 0l HL O@ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 42 8.3 %m %s %P !< %0 2C B. : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 43 8.4 %0 %i %C %0 K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44 8.5 $$ $/ $D $+ $N OC Bj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44 8.5.1 ?6 F0 $H J? 3j 2= : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 44 8.5.2 M- M} <0 Jd 30 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45 8.6 ;~ 4V 9o $_ $N $H $j $+ $? : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 45 Bh 9 >O Hy J, J} Dx <0 $H ?t CM 2r $N 0B Dj @- 47 9.1 Dj >o 2r $N 6I =j E* 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 47 9.2 FC JL $J >l 9g | ;6 0o $N $J $$ 7O : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49 9.3 Hs @~ 7A NN 0h $G $N 2r : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49 9.3.1 6K 8B <~ 4| 50 F; $r ;} $D >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 49 9.3.2 %+ %* %9 E* $J >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50 9.3.3 %j %d %W %N %U ;X ?t : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 50

3 Bh 10 >O ?t CM 2r $N 0B Dj @- 51 10.1 M[ E* %* %$ %i !< K! $N 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 51 10.2 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52 10.3 @~ 7A B? CJ 3, K! $N 0B Dj @- $K 4X $9 $k 0l HL O@ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 52 10.4 M[ E* %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $N 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 10.5 1" E* %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $N 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 10.6 Jd 30 K! $N 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 53 Bh 11 >O 9E $$ Hy J, J} Dx <0 55 11.1 !V 9E $5 !W $N Dj 5A : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 55 11.2 A- 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57 11.3 0B Dj $J 8x <0 $r ;H $& >e $G $N Ld Bj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 57 11.4 40 A4 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 0J 30 $N J} K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 58 11.4.1 %. %" $N 8e B‘ :9 J, 8x <0 (BDF) : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 59 11.4.2 H> 1" E* %k %s %2 %/ %C %? : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60 11.5 2] Bj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 60 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! 61 12.1 4J C1 $J Nc Bj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 61 12.2 2 3, $N Hy J, J} Dx <0 8~ $- $N J} K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62 12.2.1 Stormer-Cow ell K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62 12.2.2 Runge-Kutta-Nystro em K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62 12.2.3 30 A^ K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63 12.3 %j !< %W %U %m %C %0 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 63 12.4 ?t CM Nc : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65 12.4.1 D4 OB ?6 F0 ;R : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 65 12.4.2 Hs @~ 7A ?6 F0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 66 12.5 %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 66 12.5.1 M[ 2r K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67 12.5.2 1" 2r K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67 12.5.3 %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $N 0U L# : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 67 12.6 %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $N Ld Bj E@ $H BP 1~ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68 12.7 Ld Bj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68 12.8 BP >N 7? 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69 12.8.1 BP >N 7? 8x <0 $H $O : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 69

4 12.8.2 %O %_ %k %H %s 7O MQ $N M[ E* BP >N 7? RK 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70 12.8.3 BP >N 7? @~ 7A B? CJ K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70 12.8.4 %( %k %_ !< %H 7? 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 71 12.8.5 BP >N 7? 0l CJ 8x <0 $K $* $1 $k ;~ 4V 9o $_ $N JQ 99 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72 12.8.6 BP >N 7? 0l CJ 8x <0 $K $* $1 $k ;~ 4V 9o $_ $N JQ 99 : JL $N %" %W %m !< %A : : : : : : : : : : : 73 Bh 13 >O %O %_ %k %H %s 7O MQ $N 2r K! $N 0B Dj @- $H !V @5 $7 $5 !W 75 13.1 @~ 7A 0B Dj @- $H P- 0B Dj : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75 13.1.1 B? CJ 3, K! $K BP $9 $k <~ 4| @- 6h 4V : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 75 13.1.2 Nc !’ leapfrog 8x <0 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76 13.1.3 P- 0B Dj @- : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 76 13.1.4 M- 8B $N <~ 4| @- 6h 4V $r ;} $D B? CJ 3, K! : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77 13.1.5 %k %s %2 %/ %C %? $N >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77 13.2 @~ 7A Ld Bj $N >l 9g $N ?t CM 2r $H ?? $N 2r $N 4X 78 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 77 13.3 Hs @~ 7A Ld Bj $N >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78 13.3.1 <~ 4| 2r $N >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78 13.3.2 Hs <~ 4| 2r $N >l 9g : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 78 13.4 ?6 F0 E* $K 9E $$ J} Dx <0 7O : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80 13.5 %l %] !< %H Ld Bj DI 2C : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 80

5 Bh 1 >O $O $8 $a $K $3 $N 9V 5A $G $O !" 0l HL $K %7 %9 %F %‘ $r 2r @O $9 $k $? $a $N 6/ NO $J <j K! $G $" $k ?t CM %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $N $J $+ $G !" FC $K >o Hy J, J} Dx <0 7O $N 2r K! $r 35 4Q $9 $k $3 $H $K $7 $? $$ !# $^ $: !" ;v L3 E* $J $3 $H $r !’ 1.1 ;2 9M =q � ?t CM 2r @O F~ Lg !J ;0 0f Cx !" D+ AR =q E9 !" 1985 !K � Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r K! I !J ;0 0f Cx !" 4d GH 9V :B 1~ MQ ?t 3X !" 1993 !K � Numerical Hamiltonian Problems, J.M. Sanz-Serna and M.P . Calb o, Chapman & Hall 1994 $r $" $2 $F $* $/ !# !V ?t CM 2r @O F~ Lg !W $O @d HG $i $7 $$ $, !" >o Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r K! $K $D $$ $F =i Jb $+ $i 9b EY $J J} K! $^ $G $" $D $+ $C $? F| K\ 8l $G $h $a $k K\ $H $7 $F $O $b $C $H $b M% $l $? $b $N $G $" $k $H $$ $C $F $h $$ $H ;W $& !# $= $N <! $O F1 $8 Cx <T $N $b $& $A $g $C $H Gv $$ K\ $G !" Gv $/ $J $C $? $N $K Fb MF $O $" $^ $j 8: $C $F $$ $J $$ $N $G $A $g $C $H Fq $7 $$ !# 1Q 8l $G $h $$ K\ $O $$ $/ $D $+ $" $k $, !" $= $l $i $O >e $K $" $2 $? K\ $K >R 2p $5 $l $F $$ $k !# $3 $3 $G $" $2 $? $N $O %O %_ %k %H %s 7O !J Ia DL $N 1? F0 J} Dx <0 $G =q $1 $k $H $$ $& $3 $H !K $K BP $7 $F FC 2= $7 $? !" %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ K! $H 8F $P $l $k J} K! $N 35 @b =q $G $" $k !# $" $H !" ?t CM 2r @O $N A0 $K !" 2r $1 $k $h $& $J >o Hy J, J} Dx <0 $H $+ !" 2r $N B8 :_ !? 0l 0U @- !" 0B Dj @- Ey $K $D $$ $F $N 0l HL M} O@ $N 35 @b $H $7 $F $O !" B? ?t $N K\ $, $" $k $, !" � ?7 Hy J, J} Dx <0 BP OC !J 3^ 86 Cx !" 8= Be ?t 3X <R !" 1970 !K $O J? 0W $J 8l $j 8} $G $h $$ !# 1.2 I> 2A %l %] !< %H $G $" $k !# 9V 5A Cf $K $$ $/ $D $+ %l %] !< %H 2] Bj $r $@ $9 $N $G !" $= $N $J $+ $+ $i 2? Bj $+ A* $s $G 2r Ez $7 $F $b $i $& !# $J $* !" ?t CM 7W ;; K! $N 9V 5A $G $" $k $N $G !" <B :] $K %W %m %0 %i %‘ $r $D $/ $C $F $b $i $& $h $& $J 2] Bj $b $" $k !# 1.3 9V 5A Fb MF 9V 5A 0F Fb $K $b =q $$ $? $h $& $K !" 0J 2< $N $h $& $J %F !< %^ !J 1 $D 1 =5 $H $$ $& $o $1 $G $O $J $$ !K $r 07 $& !#

6 Bh 1 >O $O $8 $a $K 1. $J $< ?t CM 2r K! $r $d $k $+ $H $$ $& $3 $H 2. >o Hy J, J} Dx <0 $N 2r $N B8 :_ $H ?t CM 2r 3. 2r K! I !’ %k %s %2 !& %/ %C %? $H $= $N %P %j %( !< %7 %g %s 4. 2r K! I I !’ @~ 7A B? CJ 3, K! 5. 2r K! I I I !’ Jd 30 K! 6. 0B Dj @- $H Bg 0h 8m :9 | ?t CM 2r $O $I $l $[ $I !V @5 $7 $$ !W $+ I 7. !V 9E $$ !W J} Dx <0 $H $= $N $? $a $N 2r K! 8. %O %_ %k %H %s NO 3X 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! 9. 8e B‘ 8m :9 2r @O | ?t CM 2r $O $I $l $[ $I !V @5 $7 $$ !W $+ I I 10. !V ?6 F0 E* $K 9E $$ !W J} Dx <0

7 Bh 2 >O $J $< ?t CM 2r K! $r $d $k $N $+ $H $$ $& $3 $H 4 3X 4| $N 9V 5A $N $J $+ $G !" %7 %9 %F %‘ ?t M} I $G $O @~ 7A %7 %9 %F %‘ $N FC $K @) 8f M} O@ $r $" $D $+ $C $? $3 $H $H ;W $& !# @~ 7A %7 %9 %F %‘ $H $$ $& $N $O !" 4p K\ E* $K !" 7O $, !J 6a ;w E* $K !K @~ 7A $N J} Dx <0 $G 5- =R $G $- $k !" $$ $$ $+ $( $l $P d x dt = Ax + y (2.1) $N 7A $K =q $1 $k $b $N $N $3 $H $G $" $k !# $3 $N 7O $N NI $$ $3 $H $O !" Ez $, $o $+ $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 0l JQ ?t $J $i $b $A $m $s $@ $, !" B? JQ ?t !" $" $k $$ $O 9b <! $N F3 4X ?t $, $" $k $h $& $J $b $N $G $b !" @~ 7A $G $" $k 8B $j Ez $( $O 8G M- 2r $N =E $M 9g $o $; $G $+ $1 $k !# $3 $& $$ $& %7 %9 %F %‘ $H $$ $& $N $O !" 9) 3X E* $J 1~ MQ >e $O =E MW $G $" $k !# Nc $( $P !" $A $g $C $H @N $N %* !< %G %# %* 5! 4o $r 9M $( $F $_ $k $H !" $3 $l $O %F !< %W $H $+ %l %3 !< %I $K ?. 9f $, 5- O? $5 $l $F $$ $F !" $= $l $r FI $_ $H $C $F A} I} $7 $F 2; $K $9 $k !# $3 $3 $G !" %l %3 !< %I $+ $i ?. 9f $r FI $_ =P $9 %T %C %/ %" %C %W !" $= $l $r A} I} $9 $k %W %j %" %s %W !" %a %$ %s %" %s %W !" $5 $i $K $O %9 %T !< %+ $N $= $l $> $l $, !" F~ $C $F $- $? ?. 9f $r $J $k $Y $/ Ci <B $K A} I} $7 $? $j !" $" $k $$ $O 0L CV JQ 2= $r EE 5$ ?. 9f $K JQ $( $? $j !" $" $k $$ $O EE 5$ ?. 9f $r 6u 5$ $N ?6 F0 $K JQ $( $? $j $9 $k !# $= $N $[ $+ !" ?M 9) %7 %9 %F %‘ $H $$ $& $N $O !" $? $$ $F $$ !" @~ 7A $J ?6 Iq $$ $r $9 $k $h $& $K $J $C $F $$ $k $b $N $G $" $k !# $3 $l $O $I $& $7 $F $+ $H $$ $& $H !" @~ 7A $G $J $$ $h $& $J $b $N $O @_ 7W $N $7 $+ $? $H $+ !" ;H $$ J} $, $h $/ $o $+ $i $J $$ $+ $i $G $" $k !# $b $A $m $s !" @~ 7A $N 5U $N 6K C< $K $J $l $P $^ $? $= $l $O ?6 Iq $$ $, 4J C1 $K $J $k !# $= $N Nc $O %G %# %8 %? %k 2s O) $G $" $j !" $3 $l $O @~ 7A $H $O 5U $K !" F~ NO !" =P NO $, $H $b $K on|o� $N 2 CM $G $" $i $o $5 $l $k $o $1 $G $" $k !# $3 $& $$ $& $o $1 $G !" Nc $( $P %( %l %/ %H %m %K %/ %9 $G $O !" 2s O) $H $$ $& $N $O @~ 7A !J %j %K %" !K 2s O) !J %" %J %m %0 $H $$ $& $h $j %j %K %" $N J} $, ;H $o $l $k !K $H %G %# %8 %? %k 2s O) $K $o $+ $l $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $3 $G Cm 0U $7 $J $1 $l $P $$ $1 $J $$ $3 $H $O !" $3 $& $$ $C $? !" @~ 7A $H $+ %G %# %8 %? %k $H $$ $& $N $O !" $" $/ $^ $G $b !V M} A[ 2= !W $K 2a $. $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $J $K $, $$ $$ $? $$ $+ $H $$ $( $P !" 9) 3X E* $K :n $C $? $b $N $G $b !" M} A[ E* $K @~ 7A $G $" $k $H $$ $& $3 $H $O $J $/ $+ $J $i $: Hs @~ 7A @- $, $" $k !# !J %G %# %8 %? %k $O $A $g $C $H OC $, $A $, $C $F !" M} A[ E* $G $" $k $H $$ $C $F $b $$ $$ !K Nc $( $P Dq 93 $H $$ $& $b $N $r 9M $( $k !# $3 $l $O %* !< %‘ $N K! B’ I = V =R (2.2) $K => $& $H 9b 9; $G $O 65 $o $k $o $1 $@ $, !" $b $A $m $s $b $N $4 $H $O $= $s $J $K 4J C1 $G $O $J $$ !# 4J C1 $G $O $J $$ M} M3 $O $$ $m $$ $m $" $C $F !" 0l $D $O $^ $@ @~ 7A $N HO 0O $G !" %$ %s %@ %/ %? %s %9 $H $+ %- %c %Q %7 %? %s %9 $, $" $k $H $$ $& $3 $H !" $b $& 0l $D $O $3 $l $i <+ BN $, F~ NO ?. 9f $K $h $C $F JQ 2= $9 $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $I $s $J $U $& $K JQ $o $k $+ $H $$ $& $N $O $$ $m $$ $m $" $k $1 $l $I !" Nc $( $P $I $s $I $s EE 05 $r $" $2 $F $$ $1 $P H/ G. $7 $F 29 EY $, >e $, $j !" Dq 93 $, Bg $- $/ $J $k !# $b $C $H $I $s $I $s EE 05 $r $" $2 $F $$ $/ $H $$ $D $+ $O G3 $( $O $8 $a $F !" @Z $l $F $7 $^ $C $? $j $b $9 $k $o $1 $G $" $k !# %P %M !" $" $k $$ $O 0l HL $K 5! 3# E* JQ 7A $H $$ $& $b $N $r 9M $( $F $b F1 $8 $3 $H $G !" $" $k HO 0O $G $O @~ 7A $K ?6 Iq $& $, JQ 7A $, Bg $- $/ $J $k $H 1~ Ez $, Hs @~ 7A $K $J $j !" $= $N $& $A $K 2u $l $F $7 $^ $& !#

8 Bh 2 >O $J $< ?t CM 2r K! $r $d $k $N $+ $H $$ $& $3 $H $H $$ $& $o $1 $G !" 9) 3X E* $K :n $k $b $N $H $$ $& $N $O !" $o $j $H @~ 7A $N HO 0O $G ;H $& $b $N $, B? $$ !# $3 $l $K $O $$ $m $$ $m $J M} M3 $, $" $k $, !" $b $C $H $b Bg $- $$ $b $N $O !" @~ 7A $G $J $$ $H Ez $, $o $+ $i $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 2? $+ L\ E* $, $" $C $F $b $N $r $D $/ $k $o $1 $@ $+ $i !" $I $& :n $C $? $i $I $& F0 $/ $+ $H $$ $& $3 $H $, 4J C1 $K 7W ;; =P Mh $J $$ $H $$ $1 $J $$ !# $3 $N $? $a $K $O @~ 7A @- $H $$ $& $N $O K\ <A E* $G $" $k !# $7 $+ $7 !" <+ A3 %7 %9 %F %‘ $N J} $r $_ $l $P !" Hs @~ 7A $J $b $N $O $$ $/ $i $G $b $" $k !# $= $& $$ $C $? $b $N $O !" 2r !J $D $^ $j !" $? $H $( $P ;~ 4V JQ 2= !K $, 8G M- 4X ?t $G $O =q $1 $J $$ !# $^ $? !" $= $l $@ $1 $G $O $J $/ !" B? $/ $N >l 9g $K !V 2D @Q J, !W $G $O $J $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# 2.1 2D @Q J, $H Hs 2D @Q J, $3 $3 $G $$ $& 2D @Q J, @- $H $O !" 7O $N ?6 Iq $$ $, == J, $J ?t $N J] B8 NL $K $h $C $F @) 8B $5 $l $F $$ $F !" $= $l $i $H ;~ 4V $N 4X ?t $N 7A $K 2r $, =q $- 2< $; $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# Nc $( $P 1 <! 85 D4 OB ?6 F0 ;R d 2 x dt 2 = � x (2.3) $r 9M $( $F $_ $k $H !" $3 $N 2r $H $$ $& $N $O x $H v = dx=dt $N 6u 4V $G $O 1_ >e $r Ey 3Q B. EY $G 1? F0 $9 $k $3 $H $K $J $k !# => $C $F !" =i 4| >r 7o $, $o $+ $l $P G$ 0U $N ;~ 9o $G $N !V 2r $, $o $+ $k !W !# ?t 3X E* $K $O !" %O %_ %k %H %s 7O !J Ia DL $N !" 1? F0 J} Dx <0 $, =q $1 $k $h $& $J 7O !# $? $@ $7 !" K‘ ;$ $H $+ $, $J $$ M} A[ E* $J $b $N !K $G $O !" <+ M3 EY $N ?t $N 2 G\ %^ %$ %J %9 1 8D $@ $1 J] B8 NL $, $" $l $P 2D @Q J, $G $" $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# N <+ M3 EY $N %O %_ %k %H %s 7O $N >u BV $O 2 N <! 85 $N 6u 4V $N $J $+ $N 1 E@ $H $7 $F I= 8= $G $- !" 7O $N ;~ 4V H/ E8 $O $= $N $J $+ $N 50 F; $H $7 $F I= 8= $G $- $k !# Bg ;( GD $K $$ $& $H !" J] B8 NL $, 1 $D A} $( $l $P 2r !J 50 F; !K $N B8 :_ $G $- $k 6u 4V $, 1 <! 85 8: $k !# 2 N � 1 $" $k $H 1 <! 85 $K Mn $A $k $o $1 $G $" $k !# <+ M3 EY $, A} $( $? $j !" $" $k $$ $O Hs @~ 7A $N J} Dx <0 $K $J $C $F $b !" $b $A $m $s $3 $N $h $& $J 2r $, $" $k >l 9g $H $$ $& $b $N $b $" $k !# Nc $( $P !" B@ M[ $N 2s $j $N OG @1 $N 1? F0 $H $$ $& $N $O !" !J OG @1 $, 1 $D $@ $1 $J $i !K 2D @Q J, $G $" $k !# $3 $l $O !" <~ 4| 2r $, $" $k $H $$ $& $3 $H $+ $i $b A[ A| $, $D $/ $G $" $m $& !# $7 $+ $7 !" OG @1 $, 2 $D $K $J $C $F !" $= $N $" $$ $@ $N Aj 8_ :n MQ $, $" $k $H !" $3 $l $O $b $& 2D @Q J, $G $O $J $$ !# $3 $N >l 9g $K $b !" Aj 8_ :n MQ $N 8z 2L $r 6a ;w E* $K IU $1 2C $( $F $$ $/ @] F0 K! $N $h $& $J $b $N $, ;H $( $k >l 9g $b $" $k $, !" $= $l $G $O :Q $^ $J $$ $h $& $J >l 9g $b L5 ?t $K $" $k !# $? $H $( $P !" ?^ $K <( $9 $N $O !" 3 BN Ld Bj $N 7W ;; Nc $G $" $k !# $3 $l $O 1981 G/ $K $G $? O@ J8 $+ $i $H $C $? ?^ $G $" $k !# $3 $& $$ $C $? $b $N $O !" <~ 4| 2r $K 6a $$ $H ;W $C $F $J $s $H $+ $G $- $k $b $N $G $O $J $$ $H $$ $& $3 $H $O $o $+ $k $G $" $m $& !# $3 $& $$ $C $? !" LL E] $J OC $H $$ $& $N $O @$ $N Cf $K $$ $C $Q $$ $" $C $F !" 2D @Q J, $H $+ !" $= $l $K 6a $$ $H $+ $$ $C $? $3 $H $r A0 Ds $K $9 $k J} K! $G $O BP 1~ $G $- $J $$ $o $1 $G $" $k !# $5 $F !" 2D @Q J, $G $J $$ $H $$ $C $F $b !" !V 2r $, $J $$ !W $o $1 $G $O $J $$ !# >e $N ?^ $O $^ $5 $K $= $& $$ $C $? 2r $r <( $7 $F $$ $k $o $1 $G $" $k !# $3 $N 2r $r 5a $a $k $N $O $I $& $d $C $? $N $G $" $m $& $+ !) $b $A $m $s !" 7W ;; 5! $G 7W ;; $7 $F $b $H $a $? $o $1 $G $" $k !# $7 $+ $7 !" 7W ;; $7 $F $H $$ $o $l $F $b !" <B :] $K $I $s $J %W %m %0 %i %‘ $G 2? $r 7W ;; $7 $? $N $@ $m $& $+ !) $^ $? !" $3 $N Ez $( $O !V 9g $C $F $$ $k !W $N $@ $m $& $+ !) $= $b $= $b 7W ;; 5! $G 5a $^ $C $? Ez $, $" $C $F $$ $k $H $+ 4V 0c $C $F $$ $k $H $+ $O $I $& $d $C $F H= CG $9 $k $N $@ $m $& $+ !) $H $$ $C $? $h $& $J $3 $H $r !" $3 $N 9V 5A $G $O 9M $( $F $$ $/ $3 $H $K $7 $? $$ !#

2.1. 2D @Q J, $H Hs 2D @Q J, 9

11 Bh 3 >O 2r $N B8 :_ $^ $" !" $3 $3 $^ $G $O $* OC $7 $J $N $G E, Ev $K $- $$ $F $$ $F $/ $l $F $+ $^ $o $J $$ $s $@ $1 $I !" $3 $3 $+ $i $O K\ Bj !# Hy J, J} Dx <0 7O $, M? $( $i $l $? ;~ !" $= $l $K 2r $, $" $k $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $H !" $= $l $, 2D @Q J, $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $O JL $N 35 G0 $G $" $k !# $H $$ $& $o $1 $G !" !V >o Hy J, J} Dx <0 $K 2r $, $" $k !W $H $O $I $& $$ $& $3 $H $+ $H $$ $& OC $r $9 $k !# 0J 2< !" LL E] $J $N $G 1 JQ ?t $N >l 9g !" $9 $J $o $A dx=dt = f ( x; t ) (3.1) $G OC $r $9 $k $, !" :# F| $N 5D O@ $O $= $N $^ $^ B? JQ ?t $K 3H D% $G $- $k !# $" !" $= $l $+ $i !" $3 $N 9V 5A $G $O $[ $\ =i 4| CM Ld Bj $@ $1 $r 07 $& !# =i 4| CM Ld Bj $H $O !" MW $9 $k $K >e $N J} Dx <0 $N $" $k ;~ 9o $G $N 2r $N CM !J =i 4| >r 7o !K $, M? $( $i $l $F !" $= $3 $+ $i ;~ 4V !J $H $O 8B $i $J $$ $, !" FH N) JQ ?t !K $r JQ $( $F $$ $C $? ;~ $N 2r $, M_ $7 $$ $H $$ $& $b $N $G $" $k !# 6- 3& CM Ld Bj $H $$ $& $b $N $b $" $k !# Nc $( $P !" $^ $C $9 $0 $J K@ $r 0l J} $N C< $G $b $C $F ;Y $( $? $i !" =E NO $G >/ $7 6J $, $k !# $3 $l $O !" 0l J} $N C< $O 8G Dj $5 $l $F $$ $F !" B> J} $O <+ M3 $@ $, !" F3 4X ?t $K $D $$ $F $_ $k $H >r 7o $, $D $/ !# $3 $& $$ $& $N $, 6- 3& CM Ld Bj $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# N> C< $G $5 $5 $( $? $H $- $K $I $& 6J $, $k $+ $H $$ $& $N $b 6- 3& CM Ld Bj $G $" $j !" 6- 3& >r 7o $N IU $1 J} $, $A $, $& !# $^ $? !" @~ 7A $N 8G M- CM Ld Bj $H $$ $& $N $b 1~ MQ >e $O =E MW $G $" $k !# 2r K! $H $$ $& 4Q E@ $+ $i $9 $k $H !" 6- 3& CM Ld Bj Ey $O =i 4| CM Ld Bj $N 1~ MQ $H 9M $( $i $l $k $N $G !" $3 $N 9V 5A $G $O 4p K\ E* $K =i 4| CM Ld Bj $r 07 $& $3 $H $K $7 $? $$ !# 3.1 =i 4| CM Ld Bj $N 2r $N B8 :_ $5 $F !" =i 4| CM Ld Bj $G $" $k !# D> 4Q E* $K $O !" =i 4| CM Ld Bj $G $" $l $P !" =i 4| CM $, $" $l $P $= $N >/ $7 8e $N CM $, 7h $^ $j !" $= $N >/ $7 $" $H $N CM $, 7h $^ $l $P $^ $? $= $N $" $H $b !" !" !" $H $$ $& $3 $H $G 7h $^ $C $F $$ $/ !J ?t CM 2r | 7W ;; 5! $G 5a $a $k 2r | $O <B :] $K $= $s $J $U $& $K $9 $k !K $o $1 $G !" $= $& $$ $& J} ?K $G 9= @. E* $J 2r $N B8 :_ >Z L@ $r $9 $k $3 $H $b IT 2D G= $G $O $J $$ !# $, !" Ia DL $N 65 2J =q !J >o Hy J, J} Dx <0 O@ $N !K $K $N $C $F $$ $k $N $O %T %+ !< %k $N J} K! $H $$ $& $b $N $J $N $G !" 0l 1~ $= $l $K $= $C $F @b L@ $9 $k !# >o Hy J, J} Dx <0 $N =i 4| CM Ld Bj dx=dt = f ( t; x ) ; x ( t 0 ) = x 0 (3.2) $N t 0 � t � t 1 $G $N 2r $r 9M $( $k !# :# !" 4X ?t f $, NN 0h t 0 � t � t 1 ; j x � x 0 j � b $G O" B3 $G $" $j !" :G Bg CM !" :G >. CM $r $b $D $H $7 $h $& !# @d BP CM $, M $G $* $5 $( $i $l !" t 1 � t 0 < b= M $H $$ $& 4X 78 $, $J $j $? $D $H $9 $k !# $5 $i $K !" >e $N HO 0O $N G$ 0U $N t , x $H x 0 $K $D $$ $F %j %W %7 %C %D >r 7o j f ( t; x ) � f ( t; x 0 ) j � L j x � x 0 j (3.3) $r K~ $? $9 $b $N $H $9 $k !# $3 $N $H $- !" >e $N >o Hy J, J} Dx <0 $N =i 4| CM Ld Bj $N 2r $O B8 :_ $7 !" $7 $+ $b $? $@ $R $H $D $G $" $k $H $$ $& $N $, !# 2r $N B8 :_ $H 0l 0U @- $K $D $$ $F $N %3 !< %7 !< !& %j %W %7 %C %D $N Dj M} $G $" $k !#

12 Bh 3 >O 2r $N B8 :_ 0J 2< !" >Z L@ $G $" $k !# >Z L@ $N $? $a $K $O !" C‘ <! 6a ;w $H $$ $o $l $k J} K! $r ;H $& !# 6q BN E* $K $O 0J 2< $N 4X ?t Ns $r 9M $( $k !# � 0 ( t ) = x 0 ; (3.4) � k +1 ( t ) = x 0 + Z t t 0 f ( t 0 ; � k ( t 0 )) dt 0 (3.5) $^ $: !" $3 $N 4X ?t Ns $, 0J 2< $N @- <A $r $b $D $H $$ $& $3 $H $r <( $9 !# 1. O" B3 $G $" $k 2. x 0 � b � � k ( t ) � x 0 + b $r K~ $? $9 $3 $l $i $O 5" G< K! $G <( $; $k !# LL E] $J $N $G >J N, !# <! $K !" $3 $N 4X ?t Ns $, 0l MM <} B+ $9 $k $3 $H $r <( $= $& !# $3 $N $? $a $K $O !" 5i ?t 1 X p =0 ( � k +1 ( t ) � � k ( t )) (3.6) !J $3 $l $O Dj 5A $K $h $j � k +1 � x 0 $H F1 $8 $b $N !K $N 0l MM <} B+ $, <( $; $l $P $h $$ !# j � k +1 ( t ) � � k ( t ) j = j Z t t 0 f ( t; � k ( t )) � f ( t; � k � 1 ( t )) dt j (3.7) $G $" $k !# $3 $3 $G %j %W %7 %C %D >r 7o $+ $i j � k +1 ( t ) � � k ( t ) j � L j Z t t 0 j � k ( t ) � � k � 1 ( t ) j dt j (3.8) $H $J $k !# :# !" k = 1 $N >l 9g $K $D $$ $F 9M $( $k $H !" j � 1 ( t ) � � 0 ( t ) j = j � 1 ( t ) � x 0 j = � � � � Z t t 0 f ( t; x 0 ) dt � � � � � M j t � t 0 j (3.9) $7 $? $, $C $F !" j � 2 ( t ) � � 1 ( t ) j � L � � � � Z t t 0 j � 1 ( t ) � � 0 ( t ) j dt � � � � � M L � � � � Z t t 0 j t � t 0 j dt � � � � = M L 2 j t � t 0 j 2 (3.10) $" $H $O F1 MM $K $7 $F j � k +1 ( t ) � � k ( t ) j � M L k ( k + 1)! j t � t 0 j k +1 (3.11) $, $$ $( $k !# => $C $F !" 1& JU $N OB $, 0l MM <} B+ $9 $l $P :8 JU $b 0l MM <} B+ $9 $k !# $H $3 $m $, !" 1& JU $N OB $O ;X ?t 4X ?t $N %F %$ %i !< E8 3+ $K $J $C $F $$ $k $N $G 0l MM <} B+ $9 $k !# $D $^ $j !" 6K 8B $, B8 :_ $9 $k !# $3 $N 5i ?t $N 6K 8B $O !" 7k 6I $b $H $N J} Dx <0 $N 2r $K $J $C $F $$ $k !# $J $* !" 0l 0U @- $K $D $$ $F $N >Z L@ $O LL E] $J $N $G >J N, $9 $k !# $5 $F !" $3 $3 $^ $G $G $O !" %j %W %7 %C %D >r 7o $r K~ $? $9 69 $$ HO 0O $G $7 $+ 2r $, =P Mh $F $$ $J $$ $, !" 0l HL $K $O $= $N @h $K 1d $P $7 $F $$ $/ $3 $H $, =P Mh $k !# $3 $l $r 2r $N 1d D9 $H $$ $& !# $3 $3 $G 5a $^ $C $F !J $H $$ $& $+ !" $" $k $3 $H $, <( $5 $l $? !K 2r $O !" 2D @Q J, $G $J $/ $F $b B8 :_ $9 $k $H $$ $& $3 $H $r $b $& 0l EY Cm 0U $7 $F $* $/ !# A0 $K <( $7 $? 3 BN Ld Bj $N 2r $O !" $= $& $$ $& 0U L# $G B8 :_ $7 $F $$ $k $o $1 $G $" $k !#

13 Bh 4 >O ?t CM 2r K! $N 4p K\ !’ Euler metho d @h =5 $O !" 6n $1 B- $G >o Hy J, J} Dx <0 $N 2r $N B8 :_ $r <( $7 $? !# :# F| $O !" ?t CM 2r K! $N $b $C $H $b C1 =c $J $b $N $G $" $k Euler K! $r Bj :‘ $K !" >o Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r $H $O $I $& $$ $& $b $N $+ $K $D $$ $F 9M $( $F $$ $3 $& !# $" !" $= $l $+ $i !" $3 $N 9V 5A %N !< %H $O h ttp://grap e.c.u-toky o.ac.jp/ makino/k ougi/system suuri4 1998/o v erall.h tml $K $" $k $N $G !" A0 2s $3 $J $+ $C $? ?M $H $+ $O ;2 9M $K $7 $F $_ $F $[ $7 $$ !# $H $$ $& $o $1 $G !" Euler K! $H $O 2? $+ $H $$ $& $3 $H $+ $i ;O $a $h $& !# 4.1 Euler K! | 0l JQ ?t $N >l 9g $^ $: !" 0l JQ ?t $N >l 9g $r 9M $( $h $& !# Hy J, J} Dx <0 $N =i 4| CM Ld Bj _ x = f ( x; t ) ; x ( t 0 ) = x 0 (4.1) $K BP $7 $F !" !J A0 ?J !K %* %$ %i !< K! $H $O 0J 2< $N $h $& $J J} K! $G $" $k !# ;~ 9o t i $G $N ?t CM 2r $, x i $G $" $C $? $H $9 $k $H !" ;~ 9o t i +1 = t i + � t $G $N ?t CM 2r $r x i +1 = x i + � tf ( x i ; t i ) (4.2) $H $$ $& 7A $K =q $/ !# >e $N ?^ $K MM ;R $r <( $9 !# $3 $3 $G $O !" ?? $N 2r !J $, $o $+ $C $F $$ $k $b $N $H $7 $F !K $r 6J @~ $G <( $7 !" $= $3 $+ $i =P H/ $7 $? $H $7 $? !#

14 Bh 4 >O ?t CM 2r K! $N 4p K\ !’ Euler metho d $d $C $F $$ $k $3 $H $O $J $s $H $$ $& $3 $H $O $J $/ $F !" ?? $N 2r $K BP $9 $k ;~ 9o t i $G $N @\ @~ $r ?t CM 2r $H $$ $& $3 $H $K $7 $h $& $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $" $k ;~ 9o t s $G $N =i 4| >r 7o $, M? $( $i $l $F !" t e $G $N 2r $r 5a $a $h $& $H $$ $& ;~ $K !" Nc $( $P $= $N 6h 4V $r n Ey J, $7 $F t 0 = t s ; t k = t 0 + � tk ; � t = t e � t s n (4.3) $H $$ $& $U $& $K t i $r 7h $a $F $d $k !# $" $H $O x 1 $+ $i =g $K x 2 ; x 3 ; ::::x n $H 7W ;; $7 $F $$ $1 $P !" t e = t n $G $N ?t CM 2r x n $, 5a $^ $k $o $1 $G $" $k !# D> 4Q E* $K $O !" n $r Bg $- $/ $7 $F $$ $1 $P !" @5 $7 $$ Ez $( $K 6a IU $$ $F $$ $- $= $& $J 5$ $, $9 $k $G $" $m $& !# $7 $+ $7 !" $= $& $J $k $H $$ $& $3 $H $r $I $& $d $C $F >Z L@ $9 $l $P $$ $$ $G $" $m $& $+ !) 4.2 Nc !’ @~ 7A J} Dx <0 $N >l 9g $H $j $" $( $: !" Ez $, $o $+ $C $F $$ $k >l 9g $K %* %$ %i !< K! $, $I $& ?6 Iq $& $+ $H $$ $& $3 $H $r $_ $F $_ $k $3 $H $K $7 $h $& !# =i 4| CM Ld Bj _ x = k x; x (0) = 1 (4.4) $N t = 1 $G $N ?t CM 2r $r 9M $( $k !# $$ $& $^ $G $b $J $$ $, !" 87 L) 2r $, x = e k t $G M? $( $i $l $k $o $1 $G $" $k !# x i +1 = x i + � tk x i = x i (1 + � tk ) (4.5) $J $N $G !" x e = (1 + k =n ) n (4.6) $G $" $k !# ;X ?t 4X ?t $O Dj 5A $K $h $j e t = lim n !1 (1 + t=n ) n (4.7) $H =q $1 $k $N $G !" Ld Bj $O !" $3 $N !V ?t CM 2r !W $, $I $l $/ $i $$ @5 $7 $$ $+ $H $$ $& $3 $H $G $" $k $, !" lim n !1 x e = e k (4.8) $H $J $j !" n ! 1 $N 6K 8B $G ?t CM 2r $, 87 L) 2r $K 0l CW $9 $k $H $$ $& $3 $H $, <( $; $? $3 $H $K $J $k !# >e $N >Z L@ $O G$ 0U $N 78 ?t !" =i 4| >r 7o $H @Q J, 6h 4V $K 0l HL 2= $G $- $k !# $J $* !" B? JQ ?t $N >l 9g $K $b $^ $C $? $/ F1 MM $K 87 L) 2r $K <} B+ $9 $k $3 $H $, >Z L@ $G $- $k $, !" $3 $l $O 7W ;; N} =, $H $$ $& $3 $H $K $7 $F $* $/ !# 3F <+ >Z L@ $r ;n $_ $k $3 $H !# 4.3 7W ;; 5! $N @: EY $5 $F !" A0 @a $G $O !" $H $j $" $( $: $b $C $H $b 4J C1 $J 0l JQ ?t @~ 7A $N J} Dx <0 $G 6K 8B $G 87 L) 2r $, F@ $i $l $k $H $$ $& $3 $H $r >Z L@ $G $- $? $o $1 $@ $, !" $8 $D $O <B :] $K 7W ;; 5! $G 7W ;; $7 $F $_ $k $H $3 $s $J $K $& $^ $/ $O $$ $+ $J $$ !# $& $^ $/ $$ $+ $J $$ $H $$ $& $N $O $I $& $$ $& 0U L# $+ $H $$ $& $H !" <B :] $K n $r $I $s $I $s Bg $- $/ $7 $F $$ $C $F $b !" Ez $, 87 L) 2r $K 6a IU $+ $J $/ $J $k $I $3 $m $+ $+ $( $C $F 1s $6 $+ $C $F $$ $/ $H $$ $& $3 $H $, 5/ $- $k !# $3 $l $O <B :] $K %W %m %0 %i %‘ $r $D $/ $C $F 3N $+ $a $F $_ $l $P $9 $0 $K $o $+ $k !#

4.4. 4] $a 8m :9 $N $" $k >l 9g $N <} B+ @- 15 $J $< $= $& $$ $& $3 $H $, 5/ $- $k $+ !" $^ $? !" $= $& $J $i $J $$ $h $& $K $7 $F 0U L# $, $" $k ?t CM 2r $r F@ $k $? $a $K $O $I $& $9 $l $P $$ $$ $+ $H $$ $& $N $, !" $5 $^ $6 $^ $J ?t CM 2r K! $, 8& 5f $5 $l $k Bg $- $J L\ I8 $N 0l $D $G $" $k !# $A $J $_ $K !" $b $& $R $H $D $N L\ I8 $O !" $J $k $Y $/ C; $$ 7W ;; ;~ 4V $G @5 3N $J Ez $r F@ $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 7W ;; 5! $G !" Nc $( $P C $G %W %m %0 %i %‘ $r =q $/ $H !" int $H @k 8@ $9 $k !" Ia DL @0 ?t $H $h $V %G !< %? 7? $H !" float $^ $? $O double $H @k 8@ $9 $k !" Ia DL !V <B ?t !W $H $h $V %G !< %? 7? $r I, MW $K 1~ $8 $F ;H $$ J, $1 $k !# Hy J, J} Dx <0 $N 2r $r 5a $a $h $& $H $$ $& >l 9g $J $i !" Ia DL => B0 JQ ?t $K $O double $r ;H $& $G $" $m $& !# 7W ;; 5! $r ;H $& ;~ $K !V <B ?t !W $H 8F $V $b $N $O !" ?t 3X E* $J 0U L# $G $N <B ?t $H $O $b $A $m $s 0c $& $b $N $G $" $k !# $J $K $, 0c $& $+ $H $$ $& $H !" 4p K\ E* $K $O !V M- 8B $N 7e ?t !W $7 $+ $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $D $^ $j !" ?t 3X E* $J <B ?t $H $$ $& $N $O !" $b $A $m $s !" O" B3 $G $" $k $o $1 $G !" $H $$ $& $3 $H $O !" $? $H $( $P 1.000.....0001 $H 0 $, 2? 8D B3 $$ $F $b !" $= $& $$ $& <B ?t $H $$ $& $b $N $O $" $k $o $1 $G $" $k !# $H $3 $m $, !" 7W ;; 5! $G $O !" $" $k ?t $r M- 8B $N >p Js NL !J %S %C %H ?t !K $G I= 8= $9 $k I, MW $, $" $k !# :# $N $U $D $& $N 7W ;; 5! $G $O !" Nc $( $P C $N oat $J $i 32 %S %C %H !" double $J $i 64 %S %C %H $r ;H $& !# Nc $( $P oat $N >l 9g !" <B :] $N I= 8= $O !J Id 9f !K � (2 ;X ?t ) � !J 2> ?t !K $H $$ $& 7A $K $J $C $F $$ $F !" Id 9f $K 1 %S %C %H !J 0 $J $i @5 !" 1 $J $i Ii !K !" ;X ?t $K 8 %S %C %H !" 2> ?t $K ;D $j $N 23 %S %C %H $r ;H $& !# 2> ?t $O 1 $H 2 $N 4V $r I= 8= $9 $l $P $$ $$ $N $G !" 0 $r 1 $H $$ $& $3 $H $K $7 $F !" %* !< %k 1 !J 16 ?J ?t $G 7fffff !K $r 2 � 2 � 23 $K 3d $j Ev $F $k !# ;X ?t $K $D $$ $F $O !" @5 Ii N> J} $K $H $k $? $a $K !" 7f $N $H $- $K 2 0 = 1 $H $$ $& $3 $H $K $9 $k !# $J $* !" $" $H !" 0 $H $$ $& $b $N $r I= 8= $9 $k I, MW $, $" $k $, !" $3 $l $O !V A4 %S %C %H 0 !W $, 0 $H $$ $& $3 $H $K $9 $k !# $A $g $C $H OC $, :Y $+ $/ $J $C $? $, !" Ld Bj $O MW $9 $k $K M- 8B $N 7e ?t !J %S %C %H ?t !K $G I= 8= $5 $l $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N $? $a $K !" ;M B’ 1i ;; !" $" $k $$ $O 4X ?t 7W ;; $r $7 $? $H $- $K F@ $i $l $k Ez $H $$ $& $b $N $, !" 87 L) $K @5 $7 $$ $o $1 $G $O $J $/ $J $C $F $$ $k !# $D $^ $j !" L5 8B >. ?t $K $J $k $b $N $r $I $3 $+ $G BG $A @Z $k $N $G !" $= $N J, 8m :9 $, $G $k $o $1 $G $" $k !# $J $* !" BG $A @Z $j J} $K $O !" @Z <N $F !" @Z $j >e $2 !" ;M <N 8^ F~ $J $I $$ $m $$ $m $" $j F@ $k $, !" :G 6a $N 7W ;; 5! $O Bg Dq ;M <N 8^ F~ $K $J $C $F $$ $k !# $H $$ $C $F $b 2 ?J ?t $J $N $G 0 <N 1 F~ ( :G 6a @\ 4] $a ) $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $5 $i $K :Y $+ $$ $3 $H $r $$ $& $H !" <N $F $k $H $3 $m $, $A $g $& $I 1 $N ;~ $K $I $& $9 $k $Y $- $+ $H $$ $& Ld Bj $, $" $k $, !" $3 $l $O $5 $i $K $= $N >e $, 0 $K $J $k $[ $& $K $b $C $F $$ $/ !J :G 6a @\ 6v ?t 4] $a !K $H $$ $& $3 $H $r $9 $k 7W ;; 5! $b $" $k !# double $G $" $l $P 2> ?t $, 52 %S %C %H !" ;X ?t $, 11 %S %C %H $K $J $k !# 4.4 4] $a 8m :9 $N $" $k >l 9g $N <} B+ @- <B $O 4] $a 8m :9 $, $" $k >l 9g $N 7W ;; @: EY $N 5D O@ $H $$ $& $N $O $+ $J $j Fq $7 $$ !# $7 $+ $7 !" $3 $N $" $? $j $, $A $c $s $H $o $+ $C $F $J $$ $H !" 7W ;; $7 $F =P $F $- $? Ez $, @5 $7 $$ $+ $I $& $+ $H $$ $& $3 $H $, M} 2r $G $- $J $$ $N $G !" >/ $7 >\ $7 $$ 2r @b $r ;n $_ $k !# A0 $K $d $C $? !" @~ 7A J} Dx <0 $N Nc $r $= $N $^ $^ ;H $& $3 $H $K $7 $h $& !# <0 $G $O $o $+ $i $J $$ $N $G !" A‘ :n <j =g !J %W %m %0 %i %‘ !* !K $K I= $7 $F $_ $k !# x = 1; dt = 1.0/n; for(i=0;i<n;i++){ x = x + x*k*dt

16 Bh 4 >O ?t CM 2r K! $N 4p K\ !’ Euler metho d } Nc $( $P C $G =q $1 $P $3 $s $J 46 $8 $@ $m $& !# 4] $a 8m :9 $N 7k 2L !" Ez $, $I $& JQ $o $k $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k !# $3 $l $K $O $$ $/ $D $+ $N J} ?K $, $" $j $( $k !# 0l $D $O !" !V Ha 4Q E* !W 2r @O $G $" $k !# !J 6h 4V 2r @O $H $$ $& @l Lg MQ 8l $, $" $k !K $D $^ $j !" 1i ;; Kh $K !" 8m :9 $, $" $C $? $i Ez $, :G Bg $3 $l $@ $1 $: $l $k $H $$ $& $N $r 8+ @Q $b $C $F !" Ez $N N> B& $K I} $r $D $1 $F $$ $/ !# $b $& 0l $D $O !" !V 3Z 4Q E* !W 2r @O !J 3N N( E* 2r @O $H $b $$ $& !K $G $" $k !# 4] $a $, :G 6a @\ 4] $a $G $" $k $H $- $K $O !" !V 7W ;; 7k 2L $O ?? $N CM $N 2s $j $N $" $k I} $G 0l MM J, I[ $9 $k !W $H 2> Dj $7 $F $h $$ >l 9g $, B? $$ !# $3 $N ;~ $K $O !" 7W ;; 7k 2L $O 3N N( E* $K ?? $N CM $N 2s $j $r %i %s %@ %‘ !& %& %) !< %/ $9 $k $3 $H $K $J $k !# $3 $l $i $N 2 $D $N J} K! $O 86 M} E* $K $O H~ $7 $$ $, !" <B :] $K $O $I $A $i $b Lr $K N) $? $J $$ $3 $H $, B? $$ !# $H $$ $& $N $O !" 8= <B $K $O $I $A $i $b 62 $m $7 $/ <j 4V $, $+ $+ $k $& $( $K !" Ha 4Q E* 2r @O $O $" $^ $j $K Ha 4Q E* $G $" $j !" 3Z 4Q E* 2r @O $O 5U $K 2a EY $K 3Z 4Q E* $G $" $k $+ $i $G $" $k !# >e $N Nc $G !" $I $& $J $k $+ 9M $( $F $_ $k !# $3 $N $? $a $K $O !" $^ $: !" 4] $a 8m :9 $N %b %G %k 2= $, I, MW $G $" $k !# $$ $^ !" 4J C1 $N $? $a $K !" G$ 0U $N 1i ;; $K BP $7 $F 4] $a 8m :9 $, 0J 2< $N $h $& $K I= 8= $G $- $k $H $9 $k !’ 1i ;; $N !V ?? $N !W 7k 2L $, p $G $" $k $H $- !" 7W ;; 5! $G I= 8= $5 $l $? 7k 2L $O 6h 4V [(1 � � ) p; (1 + � ) p ] $N 4V $K 0l MM J, I[ $9 $k !# $^ $: !" 6h 4V 2r @O $r ;n $_ $h $& !# LL E] $J $N $G k = 1 $H $7 !" k $H $N >h ;; $G $O 8m :9 $O @8 $8 $J $$ $H $9 $k !# $3 $N ;~ !" dt = [(1 � � ) =n; (1 + � ) =n ] $H $J $j !" for $N :G =i $N H? I| $N 8e $G $O x (1) = [(1 + (1 � � ) =n )(1 � � ) ; (1 + (1 + � ) =n )(1 + � )] ’ [1 + 1 =n � � (1 + 2 =n ) ; 1 + 1 =n + � (1 + 2 =n )] (4.9) $G !" <! $N H? I| $G $O $I $& $J $k $+ $H $+ $$ $C $F =g $K 7W ;; $7 $F $$ $1 $P $$ $$ $, !" $3 $l $O $" $^ $j $K Bg JQ $G $" $k $N $G 0J 2< $N 6a ;w $r 9T $J $& !’ � 8m :9 $O x + x*dt $N !" 2C ;; $N $H $3 $m $@ $1 $G =P $k !# $3 $l $O !" DL >o $N >l 9g $K $O $= $l $[ $I 0- $$ 6a ;w $G $O $J $$ !# $3 $N $H $- $O !" 7k 6I !" ?t CM 2r $, � 1 + 1 n � � � n < x < � 1 + 1 n + � � n (4.10) $N HO 0O $K $/ $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# :# !" n >> 1 ; n� << 1 $H $7 $F E8 3+ $9 $l $P !" e (1 � n� ) < x < e (1 + n� ) (4.11) $H $$ $& $3 $H $K $J $j !" n $K Hf Nc $9 $k 8m :9 $, F~ $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $5 $F !" 3N N( E* 2r @O $N >l 9g $K $b F1 MM $K >e $N C1 =c 2= $r $9 $k $H !" 7k 2L $O 8m :9 $N J? 6Q CM $O 0 $G J, ;6 $, n� 2 $N Dx EY $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# <B :] $K 7W ;; $7 $F $_ $k $H !" 6h 4V I> 2A $G $O n > p 1 =� $G 8m :9 $r Bg $- $a $K !" 5U $K 3N N( I> 2A $G $O n > � � 2 = 3 $G >. $5 $a $K 8+ @Q $b $C $F $$ $k !# $3 $N !" Hs >o $K C1 =c $J >l 9g $K $O !" $I $A $i $K $D $$ $F $b $= $N $h $& $K $: $l $k M} M3 $, $o $+ $j !" @: L) $J 2r @O $r 9T $J $( $P 8m :9 $N $b $& >/ $7 @5 $7 $$ >e 8B $r M? $( $k $3 $H $O IT 2D G= $G $O $J $$ !# $, !" 2r $/ $Y $- J} Dx <0 $d 7W ;; K! $, $9 $3 $7 J# ;( $K $J $k $H !" 2r @O $, Hs >o $K :$ Fq $K $J $k $3 $H $O Cm 0U $9 $k $Y $- $G $" $m $& !# $J $* !" 0l !9 4] $a 8m :9 $N $3 $H $r 9M $( $F $$ $k $H OC $, ?J $^ $J $$ $N $G !" 0J 2< !" 4p K\ E* $J OC $O 4] $a $N $3 $H $r L5 ;k $7 $F !" I, MW $K 1~ $8 $F 4] $a $N 1F 6A $r 9M $( $k $3 $H $K $9 $k !# $J $* !" $U $D $& !V BG $A @Z $j 8m :9 !W $H $$ $& ;~ $K $O !" $3 $N 0U L# $N 4] $a $r L5 ;k $7 $? $b $N $N $3 $H $G $" $k !#

4.5. %* %$ %i !< K! $N <} B+ @- $H BG $A @Z $j 8m :9 17 4.5 %* %$ %i !< K! $N <} B+ @- $H BG $A @Z $j 8m :9 @~ 7A J} Dx <0 $N >l 9g $K !" %9 %F %C %W %5 %$ %: 0 $N 6K 8B $G ?? $N 2r $K <} B+ $9 $k $H $$ $& $3 $H $r A0 $K <( $7 $? $o $1 $@ $, !" 7W ;; 5! $, <B :] $K 7W ;; $9 $k $H $- $K $O $b $A $m $s M- 8B $N %9 %F %C %W %5 %$ %: $G $" $k !# $^ $? !" >e $K =R $Y $? $h $& $K 4] $a $N 1F 6A $, $" $C $F !" $I $& $; <} B+ $O $7 $J $$ !# $= $& $9 $k $H !" $I $N Dx EY $N %9 %F %C %W %5 %$ %: $N ;~ $K 7W ;; @: EY $, $I $& $J $k $+ $H $$ $& $3 $H $r CN $k I, MW $, $" $k !# $b $A $m $s !" %W %m %0 %i %‘ $r =q $$ $F !" ?? $N 2r $H $N 8m :9 $r D4 $Y $l $P $$ $$ $, !" $b $H $b $H ?t CM 2r $r 7W ;; $9 $k $N $O ?? $N 2r $, $o $+ $i $J $$ $+ $i $J $N $G !" $= $& $O $$ $+ $J $$ $o $1 $G $" $k !# 0J 2< !" 0l HL $N Hy J, J} Dx <0 $K BP $7 $F %* %$ %i !< K! $, $I $N $h $& $K <} B+ $9 $k $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k !# @h =5 $d $C $? B8 :_ Dj M} $H F1 $8 $h $& $K !" >o Hy J, J} Dx <0 $N =i 4| CM Ld Bj dx=dt = f ( t; x ) ; x ( t s ) = x 0 (4.12) $N t 0 � t � t 1 $G $N 2r $r 9M $( $k !# :# !" 4X ?t f $, NN 0h t 0 � t � t 1 ; j x � x 0 j � b $G O" B3 $G $" $j !" :G Bg CM !" :G >. CM $r $b $D $H $7 $h $& !# @d BP CM $, M $G $* $5 $( $i $l !" t e � t s < b= M $H $$ $& 4X 78 $, $J $j $? $D $H $9 $k !# $5 $i $K !" >e $N HO 0O $N G$ 0U $N t , x $H x 0 $K $D $$ $F %j %W %7 %C %D >r 7o j f ( t; x ) � f ( t; x 0 ) j � L j x � x 0 j (4.13) $r K~ $? $9 $b $N $H $9 $k !# $5 $i $K !" n; h $r !" nh = t e � t s $r K~ $? $9 $h $& $K $H $k !J n $O @0 ?t !K !# $3 $N $H $- !" %* %$ %i !< K! $, 0l MM $K 0l <! <} B+ $9 $k !" $9 $J $o $A !" $" $k Dj ?t C $, B8 :_ $7 !" j x i � x ( t i ) j � C h (4.14) $H $J $k $3 $H $r <( $9 $3 $H $, $G $- $k !# $3 $s $J $N $O Ev $? $j A0 $H ;W $& ?M $b $$ $k $+ $b $7 $l $J $$ $, !" $J $+ $J $+ $= $& $G $b $J $$ !# >Z L@ $N J} ?K $H $7 $F $O !" Nc $K $h $C $F 6q BN E* $K x i +1 $r 9= @. $7 $F $* $/ !’ x i +1 = x i + hf ( x i ; t i ) (4.15) :# !" ?? $N 2r $H $N :9 $, M_ $7 $$ $N $G !" $3 $A $i $b =q $$ $F $* $/ $H x ( t i +1 ) = x ( t i ) + Z t i +1 t i f ( x ( t ) ; t ) dt = x ( t i ) + hf ( x ( t i ) ; t i ) + O ( h 2 ) (4.16) :9 $r $H $l $P x i +1 � x ( t i +1 ) = x i � x ( t i ) + h [ f ( x i ; t i ) � f ( x ( t i ) ; t i )] � O ( h 2 ) (4.17) @d BP CM $r $H $l $P j x i +1 � x ( t i +1 ) j � j x i � x ( t i ) j + j h [ f ( x i ; t i ) � f ( x ( t i ) ; t i )] j + Ah 2 (4.18) $3 $3 $G A $O Dj ?t $G $" $k !# :# !" e i = x i � x ( t i ) (4.19) $H $* $$ $F !" $5 $i $K %j %W %7 %C %D >r 7o $+ $i JQ 7A $7 $F j e i +1 j � j e i j (1 + hM ) + Ah 2 (4.20)

18 Bh 4 >O ?t CM 2r K! $N 4p K\ !’ Euler metho d $3 $3 $G !" L@ $i $+ $K e 0 = 0 $J $N $G !" MF 0W $K !J !* !K $o $+ $k $h $& $K j e i j � Ah 2 i � 1 X k =0 (1 + hM ) k = Ah M [(1 + hM ) i � 1] (4.21) $3 $3 $G !" nh = t e � t s $G $" $C $? $3 $H $r ;W $$ =P $9 $H (1 + hM ) i � 1 � e M ( t e � t s ) � 1 (4.22) 7k 6I !" j y i � y ( t i ) j � Ah M [ e ( t e � t s ) M � 1] (4.23) $H $J $k !# $H $$ $& $o $1 $G !" 0l 1~ !" 8m :9 $N >e 8B $, B8 :_ $7 $F !" $= $l $, h $K Hf Nc $9 $k $H $$ $& $3 $H $, <( $5 $l $? !# $J $* !" >e 8B $N 7A $r $_ $k $H $J $+ $J $+ 7y $J 3J 9% $r $7 $F $$ $k $3 $H $, $o $+ $k !# $D $^ $j !" ;~ 9o 0M B8 @- $, e tM $N 7A $r $7 $F $$ $k $N $G !" @Q J, $r @h $K ?J $a $F $$ $/ $H !" $+ $J $i $: 8m :9 $, ;X ?t 4X ?t E* $K A} Bg $7 $F $$ $/ $3 $H $K $J $k !# $3 $l $O !" 8@ $$ 49 $( $l $P !" D9 ;~ 4V @Q J, $7 $? >l 9g $N @: EY $K $D $$ $F $O M} O@ E* $K $O $J $+ $J $+ Fq $7 $$ Ld Bj $, $" $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N Ld Bj $K $D $$ $F $O !" $h $j >\ $7 $/ $O $^ $? $" $H $G 07 $& $3 $H $K $7 $h $& !# $J $* !" $3 $N $h $& $J !" $" $k ;~ 4V HO 0O $G @Q J, $7 $? $" $H $N 8m :9 $N $3 $H $r !V Bg 0h 8m :9 !W $H $$ $& !# $3 $l $K BP $7 !" #1 %9 %F %C %W $@ $1 @Q J, $7 $? $" $H $N 8m :9 $r 6I =j 8m :9 !" $" $k $$ $O 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $H $$ $& !# 4.6 8e B‘ %* %$ %i !< K! %* %$ %i !< K! $G $O !" x i +1 = x i + hf ( x i ; t i ) (4.24) $H $$ $& Iw $K !" t i $N $H $3 $m $N NL $@ $1 $r ;H $C $F x i +1 $r 7W ;; $7 $? !# $3 $l $N JQ 7A $H $7 $F !" x i +1 = x i + hf ( x i +1 ; t i +1 ) (4.25) $H $$ $& $b $N $r 9M $( $k $3 $H $, $G $- $h $& !# $3 $l $G $O !" t i +1 $N $H $3 $m $N NL $, ;H $o $l $k !# $3 $N >l 9g !" :8 JU CM $, 1& JU $K F~ $C $F $$ $k $N $G !" A4 BN $H $7 $F x i +1 $K $D $$ $F $N Be ?t J} Dx <0 $K $J $C $F $$ $k !# $3 $N J} Dx <0 $r 2r $/ $3 $H $K $h $C $F ?7 $7 $$ ;~ 9o $G $N CM $, $o $+ $k $H $$ $& ;E 3] $1 $K $J $k !# $3 $N $h $& $J $d $j J} $N $3 $H $r 0l HL $K 1" E* 8x <0 implicit sc heme $H 8F $V !# $= $l $K BP $7 $F !" J} Dx <0 $r 2r $+ $J $/ $F $b ?7 $7 $$ ;~ 9o $G $N CM $, D> @\ 7W ;; $G $- $k $b $N $r !" M[ E* 8x <0 explicit scheme $H 8F $V !# $3 $N J} K! $O !" @: EY !J <} B+ @- !K $K $D $$ $F $O %* %$ %i !< K! $H JQ $o $i $J $$ $, !" 0l !9 J} Dx <0 $r $H $+ $J $$ $H $$ $1 $J $$ $N $G 7W ;; $O $: $C $H Bg JQ $K $J $k !# $, !" $= $l 0J >e $K %a %j %C %H $, $" $k >l 9g $b $" $j !" $= $& $$ $C $? Ld Bj $K $O 8e B‘ %* %$ %i !< K! !" $" $k $$ $O $= $l $K M3 Mh $9 $k $h $& $J $$ $m $$ $m $J J} K! $, ;H $o $l $k !# 4.7 $b $& >/ $7 8- $$ J} K! %* %$ %i !< K! $O !" $9 $G $K =R $Y $? $h $& $K 1 <! <} B+ $7 $+ $7 $J $$ !# $D $^ $j !" 7W ;; @: EY $r $" $2 $F $$ $3 $& $H $9 $k $H !" $= $l $K Hf Nc $7 $F 7W ;; NL $, A} $( $F $7 $^ $& !# $^ $? !" %9 %F %C %W ?t $, Bg $- $/ $J $k $N $G 4] $a 8m :9 $N 1F 6A $, =P $F $/ $k !# $= $l $G $O !" $b $& >/ $7 8- $$ J} K! $O $J $$ $N $G $" $m $& $+ !)

4.7. $b $& >/ $7 8- $$ J} K! 19 $b $A $m $s !" 8- $$ J} K! $O $$ $m $$ $m $" $k $o $1 $G $" $k !# $3 $N 9V 5A $G $O !" <g $K 0J 2< $N 3 $D $N %/ %i %9 $N 8x <0 $r 07 $& !# $[ $+ $N $b $N $b $J $$ $o $1 $G $O $J $$ $, !" <B MQ $K $J $C $F $$ $k $N $O $[ $\ $3 $N #3 $D $K 8B $i $l $k $+ $i $G $" $k !# 1. %k %s %2 !& %/ %C %? K! 2. @~ 7A B? CJ 3, K! 3. Jd 30 K! $H $j $" $( $: !" <! 2s !J $H $b $& 0l 2s $/ $i $$ !) !K $G %k %s %2 !& %/ %C %? K! $r 07 $& !#

21 Bh 5 >O %k %s %2 !& %/ %C %? K! %k %s %2 !& %/ %C %? K! $H $$ $& $N $O !" $" $k 0l HL E* $J 7A $K =q $1 $k 8x <0 $N %/ %i %9 $G $" $k $, !" $A $g $C $H $o $+ $j $K $/ $$ $N $G $^ $: Nc $r $" $2 $F $* $3 $& !# 5.1 Fs <! $N %k %s %2 !& %/ %C %? K! 0J 2< $N $h $& $J 7W ;; K! $r 9M $( $k k 1 = x i + h 2 f ( x i ; t i ) x i +1 = x i + hf ( k 1 ; t i + h= 2) (5.1) $3 $l $O Fs <! $N 8x <0 $K $J $C $F $$ $k !# 5.2 8x <0 $N <! ?t $K $D $$ $F $3 $3 $G !" 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $H $$ $& 35 G0 $r F3 F~ $9 $k !# $3 $l $O 0J 2< $N $h $& $K Dj 5A $5 $l $k !# ( t i ; x i ) $+ $i =P H/ $7 $? ?t CM 2r $, x i +1 $G $" $C $? $H $7 !" $^ $? 87 L) 2r $, x ( t ) $G $" $k $H $9 $k !# $3 $l $O !" $" $/ $^ $G $b x i $+ $i $N 2r | 6I =j E* $J 2r | $G $" $C $F !" =i 4| >r 7o $+ $i $N 2r $G $O $J $$ $3 $H $K Cm 0U $7 $F M_ $7 $$ !# $3 $N ;~ $K !" ?t CM 2r $N 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $, m <! $G $" $k $H $O !" x ( t i +1 ) = x i +1 + O ( h m ) (5.2) $H $$ $& 4X 78 $r K~ $? $9 $3 $H !" 8@ $$ 49 $( $l $P !" $" $k Dj ?t A $, B8 :_ $7 $F !" j x ( t i +1 ) � x i +1 j � Ah m (5.3) $J $k 4X 78 $r K~ $? $9 $3 $H $G $" $k !# A $O J} Dx <0 $K 0M B8 $7 $F $h $$ $, !" h $K $O 0M B8 $7 $J $$ I, MW $, $" $k !# $J $* !" $" $k 8x <0 $, m <! $N 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $r ;} $D ;~ !" Bg 0h 8m :9 $O m � 1 <! $K $J $k !# $3 $l $O !" @h $K $d $C $? %* %$ %i !< K! $N 0l <! <} B+ $N >Z L@ $H $^ $C $? $/ F1 MM $K 9T $J $& $3 $H $, $G $- $k !# => $C $F !" 8m :9 $K $D $$ $F 5D O@ $9 $k $K $O !" $H $j $" $( $: 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $, $o $+ $l $P $$ $$ $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# %* %$ %i !< K! $N 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $O !" x i +1 = x i + hf ( x i ; t i ) (5.4) $H !" t i $G $N x $N ?? $N 2r $N %F %$ %i !< E8 3+ x ( t i + h ) = x i + h dx dt + h 2 2 d 2 x dt 2 + O ( h 3 ) (5.5) $r Hf $Y $F $_ $l $P $o $+ $k $h $& $K !" O ( h 2 ) $K $J $C $F $$ $k !#

22 Bh 5 >O %k %s %2 !& %/ %C %? K! >e $K =q $$ $? J} K! $O $I $& $J $C $F $$ $k $+ $H $$ $& $N $r 9M $( $k $H !" >/ $7 7W ;; $9 $l $P $o $+ $k $h $& $K !" O ( h 3 ) $K $J $C $F $$ $k !# => $C $F !" 6I =j $G 3 <! !" Bg 0h 8m :9 $G 2 <! $K $J $k $o $1 $G $" $k !# $3 $l $O !" Nc $( $P 1 <! $G $O I, MW $J @: EY $r <B 8= $9 $k $N $K 100 K| %9 %F %C %W I, MW $G $" $C $? $b $N $, !" Bg ;( GD $K $$ $C $F $= $N J? J} :, $N 1000 %9 %F %C %W $G :Q $‘ $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# 5.3 RK K! $N 0l HL 7A 2 <! $N Runge-Kutta K! $H $O !" 0J 2< $N $h $& $J $b $N $G $" $C $? !# k 1 = h 2 f ( x i ; t i ) x i +1 = x i + hf ( x i + k 1 ; t i + h= 2) (5.6) $3 $l $K $D $$ $F $O !" ?^ E* $J @b L@ $H $$ $& $b $N $, 2D G= $G $" $k !# 85 $N E@ $+ $i $^ $: %* %$ %i !< K! $H F1 MM $K @\ @~ $r 0z $/ !# $, !" $3 $l $r <! $N ;~ 9o $^ $G 1d $P $9 $N $G $O $J $/ !" %9 %F %C %W $N H> J, $N $H $3 $m $G ;_ $a $k !# $G !" $3 $3 $G $b $& 0l 2s Hy J, J} Dx <0 $N 1& JU $r I> 2A $9 $k !# $3 $3 $G $N F3 4X ?t $N CM $r ;H $C $F !" $b $H $N $H $3 $m ( t i ; x i ) $+ $i D> @~ $r 0z $/ $o $1 $G $" $k !# <B $O !" 2 <! @: EY $r <B 8= $9 $k RK 7? $N 8x <0 $H $$ $& $N $O $3 $l 0l $D $G $O $J $$ !# 0J 2< $N $h $& $J $b $N $b 2D G= $G $" $k !# k 1 = hf ( x i ; t i ) k 2 = hf ( x i + k 1 ; t i +1 ) x i +1 = x i + k 1 + k 2 2 (5.7) $5 $i $K !" $3 $l $i $N 8x <0 $r 4^ $‘ 0l HL E* $J 8x <0 $r M? $( $k $3 $H $b $G $- $k !# $b $C $H 0l HL $K $O !" 0J 2< $N 7A $K =q $/ $3 $H $, $G $- $k !#

5.4. 8E E5 E* Runge-Kutta K! 23 x n +1 = x n + h s X i =1 b i k i k i = f ( x n + h s X j =1 a ij k j ; t n + c i h ) (5.8) <+ A3 ?t s $r CJ ?t !J n um ber of stages !K $H $$ $& !# a ij , b i , c i $O %Q %i %a !< %? $G $" $k $, !" a $H c $O Ia DL c i = s X j =1 a ij (5.9) $H $J $k $h $& $K $H $k !# $3 $l $O !" 0l HL $K $= $& $G $J $$ $h $& $J 8x <0 $O IT 2D G= $G $O $J $$ $, $" $^ $j $$ $$ $3 $H $, $J $$ !J @: EY $, $h $/ $J $i $J $$ !K $+ $i $G $" $k !# $H !" $3 $& !" <0 $K =q $$ $F $7 $^ $& $H $9 $0 $K $O $o $+ $i $J $$ $, !" Nc $( $P s = 2 $N >l 9g $K =q $- 2< $7 $F $_ $k $H x n +1 = x n + h ( k 1 b 1 + k 2 b 2 ) k 1 = f ( x n + h ( a 11 k 1 + a 12 k 2 ) ; t n + c 1 h ) k 2 = f ( x n + h ( a 21 k 1 + a 22 k 2 ) ; t n + c 2 h ) (5.10) $H !" $^ $" !" $3 $s $J 46 $8 $K $J $k !# $3 $A $i $r NI $/ 8+ $l $P $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" 1. a ij ( j � i ) $, $9 $Y $F 0 $J $i $P !" k 1 $+ $i =g $K 7W ;; $7 $F $$ $/ $3 $H $, $G $- $k !# $D $^ $j !" !V M[ E* !W 8x <0 $K $J $C $F $$ $k !# 2. a ij ( j > i ) $, 0 $N $H $- $O !" 3F k i $K $D $$ $F $N <0 $K k i $@ $1 $, F~ $C $F $/ $k !# $3 $l $r H> 1" E* (semi- implicit) 8x <0 $H $$ $& !# $3 $N >l 9g $K $O !" $^ $: k 1 $K $D $$ $F $N J} Dx <0 $r $H $$ $F !" <! $K k 2 $K $D $$ $F $N $r 2r $$ $F !" !" !" $H =g HV $K 7W ;; =P Mh $k !# 3. >e $N $h $& $J @) Ls $, A4 $/ $J $$ ;~ $O !" !V 1" E* !W 8x <0 $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $N $H $- $O !" $9 $Y $F $N k i $K BP $9 $k !J 0l HL $K $O Hs @~ 7A $J !K J} Dx <0 $r 0l EY $K 2r $/ I, MW $, $" $k !# A0 $N 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N >l 9g $H F1 MM !" $J $< 1" E* 8x <0 $H $$ $C $? LL E] $J $b $N $r $D $/ $k $+ $H $$ $& $N $O $h $/ $o $+ $i $J $$ $+ $b $7 $l $J $$ !# $3 $l $K $D $$ $F $O $" $H $G @b L@ $9 $k $H $7 $F !" $^ $: !" M[ E* 8x <0 $N Nc $K $D $$ $F =R $Y $k !# 5.4 8E E5 E* Runge-Kutta K! M[ E* %k %s %2 !& %/ %C %? K! $N $J $+ $G $b $C $H $b 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k $N $, !V 8E E5 E* !W $H $$ $o $l $k 8x <0 $G $" $k !# =q $- 2< $9 $H !" x n +1 = x n + h ( k 1 = 6 + k 2 = 3 + k 3 = 3 + k 4 = 6) k 1 = f ( x n ; t n ) k 2 = f ( x n + hk 1 = 2 ; t n + h= 2) k 3 = f ( x n + hk 2 = 2 ; t n + h= 2) k 4 = f ( x n + hk 3 ; t n + h ) (5.11) $H $$ $& $b $N $G $" $k !# $3 $l $O !" $$ $m $$ $m NI $$ @- <A $r $b $D !# Nc $( $P

24 Bh 5 >O %k %s %2 !& %/ %C %? K! 1. a ij $, i � j = 1 0J 30 $9 $Y $F 0 $J $N $G !" 1& JU $N 7W ;; $, 3Z $G $" $k !# 2. <! ?t $, 4 <! $G $" $j !" 4 CJ M[ E* 8x <0 $G E~ C# 2D G= $J :G 9b <! ?t $r C# @. $7 $F $$ $k 3. 78 ?t $, 4J C1 $J M- M} ?t $J $N $G !" %W %m %0 %i %‘ $7 $d $9 $$ !# $^ $? 4] $a 8m :9 $r >. $5 $/ $G $- $k !# $3 $N 8x <0 $, 4 <! $G $" $k $3 $H $r <( $9 $N $O !" $= $l $[ $I 4J C1 $G $O $J $$ !# OS NO $K <+ ?. $, $" $k $R $H $O D) @o $7 $F $_ $F M_ $7 $$ !# 5.5 M[ 8x <0 $N E~ C# 2D G= <! ?t M} O@ E* !" $" $k $$ $O <B MQ >e =E MW $J $N $O !" CJ ?t $r 7h $a $? ;~ $K !" <! ?t $, $$ $/ $D $^ $G 2D G= $+ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $, !" $3 $l $O 0l HL $N >l 9g $K $O L$ 2r 7h $G $" $j !" 0J 2< $N 7k 2L $7 $+ $o $+ $C $F $$ $J $$ s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 s � 10 p 1 2 3 4 4 5 6 6 7 7 p � s � 2 $" $k CJ ?t $G !" E~ C# 2D G= $J :G 9b <! ?t $r C# @. $9 $k 8x <0 $H $$ $& $N $O 0l DL $j $G $O $J $$ !# 2 CJ 2 <! $N >l 9g $G $b !" <+ M3 %Q %i %a !< %? $, 0l $D $" $C $F !V L5 8B 8D !W $N 8x <0 $, $" $j F@ $k $o $1 $G $" $k !# CJ ?t $, A} $( $l $P <+ M3 %Q %i %a !< %? $N ?t $b A} $( $k !# $= $l $G $O $I $& $$ $& 8x <0 $r ;H $& $Y $- $+ $H $$ $& $N $O !" @: NO E* $J 8& 5f $, 9T $J $o $l $F $- $? !# Ld Bj $K $b $h $k $, !" Nc $( $P 1. 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $N 78 ?t $, >. $5 $$ 2. 78 ?t $N ?t ;z $, 4J C1 $J M- M} ?t $K $J $k 3. 78 ?t $K 0 $, B? $$ $H $$ $& $h $& $J $3 $H $O $= $l $> $l <B MQ E* $K $O =E MW $G $" $k !# $= $N $h $& $J >r 7o $r K~ $? $9 8x <0 $, B? ?t Ds 0F $5 $l $F $$ $k !# Dormand $H Prince $O !" :G 6a !" CJ ?t !? <! ?t $N $5 $^ $6 $^ $J AH 9g $; $K $D $$ $F !" 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $r Hs >o $K >. $5 $/ $7 $? 8x <0 $r 5a $a $? !# 5.6 9o $_ I} D4 @a $H Kd $a 9~ $_ 7? 8x <0 $5 $F !" 9b <! $N 8x <0 $r ;H $& $K $7 $F $b !" <B :] $K Ld Bj $r 2r $3 $& $H $$ $& >e $G $O $$ $m $$ $m 9M $( $J $$ $H $$ $1 $J $$ $3 $H $, $" $k !# $b $C $H $b =E MW $J $3 $H $O !" 9o $_ I} h $r $I $& $d $C $F 7h $a $k $+ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# A0 $K $d $C $? Bg 0h 8m :9 2r @O $G $O !" $" $k HO 0O $G F3 4X ?t !J 9b <! $N 8x <0 $J $i 0l HL $K 9b <! $N F3 4X ?t !K $, :G Bg CM $r ;} $F $P !" $= $N :G Bg CM $H 9o $_ I} $N 4X ?t $G ?t CM 2r $N 8m :9 $, 2! $( $i $l $k $H $$ $& OC $r $7 $? !# $, !" <B :] Ld Bj $H $7 $F $O !" 2r $$ $F $$ $/ $K $D $l $F F3 4X ?t $N CM $, Bg $- $/ JQ $o $k $H $$ $C $? $3 $H $O Ia DL $K 5/ $- $k !# $3 $N $? $a $K !" 9o $_ I} $, 0l Dj $N $^ $^ $G 7W ;; $7 $F $$ $/ $H $$ $& $N $O Hs >o $K L5 BL $J $3 $H $, B? $$ !# L5 BL $r 8: $i $9 $? $a $K $O !" 6I =j 8m :9 $, >. $5 $$ !J 2r $, 3j $i $+ $J !K $H $3 $m $O 9o $_ $r Bg $- $/ !" 5U $K 2r $, 5^ $K $+ $o $k $H $3 $m $G $O 9o $_ $r >. $5 $/ $7 $F $d $l $P $h $$ !# $3 $N $h $& $J J} K! $r 2D JQ 9o $_ (v ariable step) !" $" $k $$ $O E, 1~ 9o $_ (adaptiv e step) $H $$ $& !# Nc $( $P Runge-Kutta K! $N >l 9g !" x n $+ $i x n +1 $K $$ $/ $N $K A0 $K 7W ;; $7 $? >p Js $H $+ $J $K $+ $r ;H $& $o $1 $G $O $J $$ $N $G !" 9o $_ I} $O G$ 0U $K $H $k $3 $H $, $G $- $k !# Ld Bj $O !" $I $& $d $C $F 9o $_ I} $r 7h $a $k $+ $G $" $k !#

5.6. 9o $_ I} D4 @a $H Kd $a 9~ $_ 7? 8x <0 25 $3 $l $K $O $$ $m $$ $m $J 9M $( J} $, $" $k $, !" DL >o ;H $o $l $k $N $O !" 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $r ?d Dj $7 $F !" $= $l $, $" $k CM 0J 2< $K $J $k $h $& $K $9 $k $H $$ $& J} K! $G $" $k !# $3 $N $? $a $N 0l $D $N 9M $( J} $O !" 0J 2< $N $h $& $J $b $N $G $" $k !# 1. $^ $: !" $" $k I} h $G @Q J, $9 $k !# 2. <! $K !" $= $N F1 $8 I} $r !" h= 2 $: $D 2 2s $K J, $1 $F @Q J, $9 $k !# 3. $9 $k $H !" 2 2s $K J, $1 $F @Q J, $7 $? $[ $& $, $h $j @5 3N $J Ez $K $J $C $F $$ $k $H 4| BT $G $- $k $N $G !" Fs $D $N 2r $N :9 $, 8m :9 $N ?d Dj CM !J Bg $- $a $G $O $" $k $, !K $H $J $C $F $$ $k !# 8m :9 $N ?d Dj CM $, 5a $^ $C $? $i !" Ia DL $O <! $N %9 %F %C %W $r D4 @a $9 $k !# 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $N <! ?t $, $o $+ $C $F $$ $k $+ $i !" $= $l $K 1~ $8 $F %9 %F %C %W %5 %$ %: $r D4 @0 $9 $l $P $h $$ !# <! ?t %W %m %0 %i %‘ $K $h $C $F $O !" 8= :_ $N %9 %F %C %W $G $N 8m :9 $, M= Dj $7 $? CM $h $j $b Bg $- $1 $l $P %9 %F %C %W $r >. $5 $/ $7 $F 7W ;; $7 D> $9 $h $& $K $J $C $F $$ $k $b $N $b $" $k !# <B Au !J %W %m %0 %i %‘ $r :n $k $3 $H !K $, MF 0W $G $" $k $3 $H $b $" $C $F !" $3 $N J} K! $O $o $j $H 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k !# $, !" $+ $J $j L5 BL $, B? $$ J} K! $G $" $k $H $$ $& $N $b 3N $+ $G $" $k !# $H $$ $& $N $O !" C1 $K 8m :9 $N ?d Dj $N $? $a $@ $1 $K !" 50% $N L5 BL $J 7W ;; $r $7 $F $$ $k $+ $i $G $" $k !# $b $& $A $g $C $H $& $^ $$ J} K! $O $J $$ $+ $H $$ $& $3 $H $G !" 0J 2< $N $h $& $J $3 $H $r 9M $( $? ?M $, $$ $k !# 0l HL $K !" RK 7? $N 8x <0 $G $O !" :G =* E* $J CM $O x n +1 = x n + s X i =1 b i k i (5.12) $N 7A $K $J $C $F $$ $k !# $3 $3 $G !" k i $O A4 It $= $N $^ $^ ;H $C $F !" b i $r JL $N b 0 i $K CV $- 49 $( $? x 0 = x n + s X i =1 b 0 i k i (5.13) $G !" 6I =j N% ;6 2= 8m :9 $, 85 $N 8x <0 $h $j $b Bg $- $$ $, !" $‘ $d $_ $H Bg $- $/ $O $J $$ !J Nc $( $P !" 0l <! <! ?t $, Dc $$ !K $b $N $, $" $l $P !" 85 $N 8x <0 $H $N :9 $r 8m :9 $N ?d Dj $K ;H $& $3 $H $, $G $- $k !# $3 $N 7A $N 8x <0 $N $3 $H $r Kd $a 9~ $_ 7? em b edded 8x <0 $H $$ $& !# :G =i $K Ds 0F $7 $? ?M $N L> A0 $r $H $C $F Runge- Kutta-F ehlb erg 8x <0 $H $$ $& $3 $H $b B? $$ !# $3 $l $b $$ $m $$ $m Ds 0F $5 $l $F $$ $k $, !" >e $N Dormand-Prince 8x <0 $O $9 $Y $F Kd $a 9~ $_ 7? $G $" $j !" $3 $l $, :G 6a $O $b $C $H $b 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k !# @: EY $, 9b $$ $b $N $, I, MW $J ;~ $O !" 8 <! $N 8x <0 $, ;H $o $l $k !# $3 $l $i $O http://www.unige.ch/math/folks/hairer/software.html $+ $i F~ <j $G $- $k (F otran $H C $, $" $k ) !#

27 Bh 6 >O 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 1" E* 8x <0 $K $D $$ $F $O !" 0J 2< $N 6/ NO $J 7k 2L $, CN $i $l $F $$ $k !’ !V s CJ 1" E* 8x <0 $N E~ C# 2D G= <! ?t $O 2 s $G $" $k !# !W $3 $l $N $? $a !" $$ $/ $i $G $b <! ?t $N 9b $$ 8x <0 $r $D $/ $k $3 $H $, $G $- $k !# M[ E* $J >l 9g $K $O 8 <! $h $j $b 9b <! $N $b $N $O $[ $H $s $I CN $i $l $F $$ $J $$ $N $H $O BP >H E* $G $" $k !# $3 $l $O C1 $J $k B8 :_ >Z L@ $G $O $J $/ !" <B :] $K 2 s <! $N 8x <0 $, 9= C[ $5 $l $F $$ $k !# $3 $l $O <B $O %f %K !< %/ $K 7h $^ $j !" !V 1" E* %, %& %9 8x <0 !W $H 8F $P $l $k $b $N $, $= $l $G $" $k !# 0J 2< !" 1" E* %, %& %9 8x <0 $H !" $= $l $K 4X 78 $7 $? $$ $/ $D $+ $N 8x <0 $K $D $$ $F $= $N F3 =P $N 86 M} $H 7W ;; K! $r 4J C1 $K @b L@ $7 $h $& !# 6.1 %, %& %9 7? ?t CM @Q J, %, %& %9 7? 8x <0 $K $D $$ $F =R $Y $k A0 $K !" $^ $: $= $l $H Hs >o $K 4X 78 $N ?< $$ ?t CM @Q J, 8x <0 $K $D $$ $F @b L@ $7 $F $* $/ !# ?t CM @Q J, $H $O !" 0l JQ ?t $G $" $l $P y = f ( x ) (6.1) $H !" Hy J, J} Dx <0 $G $O $J $/ C1 $K 4X ?t $H $7 $F M? $( $i $l $? $b $N $K BP $7 $F !" $" $k 8G Dj 6h 4V ( t s ; t e ) $G $N Dj @Q J, $r ?t CM E* $K 5a $a $k $3 $H $G $" $k !# 0l HL $K !" 2r @O E* $K @Q J, $, $G $- $J $$ $h $& $J $b $N $r 7W ;; $7 $J $$ $H $$ $1 $J $$ $3 $H $O $h $/ $" $k $N $G !" $= $& $$ $& $b $N $, I, MW $K $J $k $3 $H $O B? $$ !# ?t CM @Q J, K! $H $7 $F !" $9 $G $K 3’ $5 $s $, CN $C $F $$ $k $G $" $m $& $b $N $O !" $? $H $( $P � Bf 7A 8x <0 � %7 %s %W %= %s 8x <0 � %m %s %P !< %0 2C B. $H $$ $C $? $b $N $G $" $m $& !J CN $i $J $$ ?M $O E, Ev $J ?t CM 7W ;; $N 65 2J =q $G JY 6/ $7 $? $[ $& $, $$ $$ $+ $b !K !# $J $* !" %m %s %P !< %0 2C B. $K $D $$ $F $O 8e $G $b $& >/ $7 >\ $7 $/ @b L@ $9 $k !# Nc $( $P Bf 7A 8x <0 $O !" Ey 4V 3V $K 6h 4V $r J, $1 $? $H $7 $F !" $" $k It J, 6h 4V $G $N @Q J, $r s i = h [ f ( x i ) + f ( x i +1 )] 2 (6.2) $H !" N> C< $r 7k $s $@ Bf 7A $N LL @Q $G 6a ;w $9 $k $H $$ $& $3 $H $K Aj Ev $9 $k !# $3 $l $K BP $7 $F !" $b $C $H $^ $7 $J J} K! $H $$ $& $N $r M} O@ E* $K 9M $( $i $l $J $$ $G $" $m $& $+ !) 0l $D $N J} K! $O !" 6h 4V $N Cf $N E@ $r $$ $/ $D $+ $H $C $F !" $= $l $i $r DL $k Jd 4V B? 9‘ <0 $r :n $j !" $= $l $r @Q J, $9 $k $3 $H $G $" $k !# Cf $N E@ $r Ey 4V 3V $K $H $C $? $b $N $r %K %e !< %H %s !& %3 !< %D 7? $N 8x <0 $H $$ $& !# $5 $F !" 0l HL $K Jd 4V $9 $k $? $a $N E@ $r p 8D $H $C $? ;~ !" p � 1 <! $N B? 9‘ <0 $r ;} $C $F $/ $l $P $= $N $9 $Y $F $N E@

28 Bh 6 >O 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 $r DL $k $h $& $K =P Mh $k !# %K %e !< %H %s !& %3 !< %D 7? $N 8x <0 $O $= $N $h $& $J :G >. <! ?t B? 9‘ <0 $r ;H $& $b $N $G $" $k !# Nc $( $P $b $H $N 4X ?t $, <B :] $K p � 1 <! 0J 2< $N B? 9‘ <0 $J $i $P !" 87 L) $K @5 $7 $$ $b $N $, 5a $^ $k !# $3 $N Jd 4V $N 86 M} $r @b L@ $7 $F $* $/ !# Nc $( $P Jd 4V $K ;H $& E@ $, ( x 1 ; :::x i ; :::x n ) $H $" $k $H $9 $l $P !" 0J 2< $N $h $& $J B? 9‘ <0 $r 9M $( $k p i ( t ) = ( x � x 1 )( x � x 2 ) ::: ( x � x i � 1 )( x � x i +1 ) ::: ( x i � x n ) ( x i � x 1 )( x i � x 2 ) ::: ( x i � x i � 1 )( x i � x i +1 ) ::: ( x i � x n ) (6.3) $3 $N B? 9‘ <0 $O !" x = x i $G 1 !" $= $l 0J 30 $N $9 $Y $F $N x j $G 0 $K $J $k !# => $C $F !" Jd 4V B? 9‘ <0 $O f n ( x ) = X p i ( x ) y i (6.4) $H $9 $l $P $$ $$ !# ?t CM @Q J, $K ;H $& $K $O !" $" $i $+ $8 $a p i ( t ) $N @Q J, $r 5a $a $F $* $$ $F !" $= $l $H y i $r 3] $1 $F OB $r $H $k $@ $1 $G $" $k !# Ey 4V 3V $G $J $/ E@ $r $H $k $3 $H $G @: EY $r $" $2 $k $3 $H $O $G $- $J $$ $+ $H $$ $& $N $, !" $3 $3 $G $N Ld Bj $G $" $k !# $3 $3 $G !" 0l HL E* $K !" IT Ey 4V 3V $K E@ $r $H $C $F $J $s $H $+ $9 $k $H $$ $& 4Q E@ $+ $i 9M $( $k $3 $H $b $G $- $k $, !" $J $+ $J $+ Fq $7 $$ $N $G Ez $N $[ $& $+ $i 9M $( $F $$ $/ !# Ez $O !" !V %, %& %9 !& %k %8 %c %s %I %k $N B? 9‘ <0 $N Nm E@ $r E@ $K $H $k $H !" <! ?t $r :G Bg $K $G $- $k !W $H $$ $& $b $N $G $" $k !# %, %& %9 !& %k %8 %c %s %I %k $N B? 9‘ <0 $O !" M- 8B 6h 4V $G 5" G< E* $K Dj 5A $G $- $k D> 8r 4X ?t 7O $G $" $k !# $D $^ $j !" :G =i $N 9‘ $r Dj ?t $H $7 $F !" k HV L\ $N 9‘ $O k <! B? 9‘ <0 $G $" $C $F !" $= $l $^ $G $N 9‘ $9 $Y $F $H D> 8r $9 $k $h $& $K $H $k $N $G $" $k !# $D $^ $j !" 4X ?t 4p Dl (1 ; x; x 2 ; :::x k :: ) $K %0 %i %‘ !& %7 %e %_ %C %H $N D> 8r 2= $r E, MQ $7 $? $b $N $, %, %& %9 !& %k %8 %c %s %I %k $N B? 9‘ <0 $G $" $k !# 6.2 ?t CM @Q J, $K 4X $9 $k OC $N B3 $- %K %e !< %H %s !& %3 !< %D 7? $N 8x <0 $N 0l HL 7A $K $D $$ $F $O $9 $G $K @b L@ $7 $? $, !" $" $l $G $O 6q BN E* $J $3 $H $, NI $/ $o $+ $i $J $$ $H ;W $& $N $G Nc $K $h $C $F <! ?t $, Dc $$ $b $N $r 9= @. $7 $F $_ $k !# y = f ( x ) (6.5) $r 6h 4V [ x 0 ; x 1] !J $3 $l $O !" $9 $G $K E, Ev $K J, 3d $7 $? $" $H $N 69 $$ 6h 4V $G $" $k $H ;W $C $F M_ $7 $$ !K $G ?t CM E* $K @Q J, $9 $k $N $K !" Nc $( $P 4X ?t $r 1 EY $@ $1 7W ;; $9 $k $H $9 $l $P !" 0J 2< $N $h $& $K $$ $m $$ $m $J $b $N $, 9M $( $i $l $k hf ( x 0 ) :8 C< $G 4X ?t $r 7W ;; hf ( x 1 ) 1& C< $G 4X ?t $r 7W ;; hf (( x 0 + x 1 ) = 2) Cf E@ $G 4X ?t $r 7W ;; (6.6) $3 $l $i $O !" $= $l $> $l !" $= $N 6h 4V $G 4X ?t $N CM $, Dj ?t $G $" $k $H 6a ;w $7 $F !" $= $N Dj ?t $r @Q J, $7 $? $H $$ $& $U $& $K 2r <a $G $- $k !# $b $A $m $s !" Cf E@ 0J 30 $N G$ 0U $N E@ $r $H $k $3 $H $b 9M $( $i $l $k !# 7W ;; @: EY $H $$ $& 4Q E@ $+ $i $O !" Cf E@ $r $H $k $3 $H $K $O Hs >o $K FC JL $J @- <A $, $" $k !# $D $^ $j !" $3 $N >l 9g $@ $1 6I =j 8m :9 $, O ( h 3 ) $K $J $k $N $G $" $k !# $3 $l $O !" %F %$ %i !< E8 3+ $N 1 <! $N 9‘ $, @Q J, $9 $k $H >C $( $k $3 $H $+ $i MF 0W $K <( $9 $3 $H $, $G $- $k !# $H $$ $& $o $1 $G $3 $l $K $O L> A0 $, $D $$ $F $$ $F !" Cf E@ 8x <0 $H $$ $& !#

6.2. ?t CM @Q J, $K 4X $9 $k OC $N B3 $- 29 $5 $F !" $= $l $G $O !" 2 EY 7W ;; $7 $F $$ $$ $H $9 $l $P $I $& $G $" $m $& $+ !) Ia DL $K 9M $( $D $/ $N $O @h =5 $b =q $$ $? Bf 7A 8x <0 $G $" $k !# $D $^ $j !" 4X ?t $r f 1 ( x ) = f ( x 0 ) + f ( x 1 ) � f ( x 0 ) h ( x � x 0 ) (6.7) $G 6a ;w $7 $F !" $= $l $r @Q J, $7 $F 5a $^ $k s i = h [ f ( x i ) + f ( x i +1 )] 2 (6.8) $r @Q J, $N CM $H $7 $F ;H $& $o $1 $G $" $k !# Bf 7A 8x <0 $N 6I =j 8m :9 $O O ( h 3 ) $G $" $j !" Cf E@ 8x <0 $H F1 $8 $G $" $k !# 2 E@ $b ;H $C $F !" 1 E@ $7 $+ ;H $o $J $$ Cf E@ 8x <0 $H F1 $8 $G $O 0U L# $, $J $$ $H ;W $& ?M $b $$ $k $+ $b $7 $l $J $$ $, !" <B $O $= $& $G $b $J $$ !# 1 6h 4V $@ $1 $r 9M $( $k $H $? $7 $+ $K Bf 7A 8x <0 $O 2 E@ ;H $& $, !" $" $k 6h 4V $N :8 C< $O $b $A $m $s $= $N :8 $N 6h 4V $N 1& C< $J $N $G !" 4X ?t $N CM $O F1 $8 $@ $+ $i $G $" $k !# $D $^ $j !" A4 BN $r n 8D $N 6h 4V $K J, $1 $? ;~ !" Cf E@ 8x <0 $G $O n 2s 4X ?t $r 7W ;; $9 $k $, !" Bf 7A 8x <0 $G $O $= $l $h $j 1 B? $$ n + 1 2s 7W ;; $9 $k $@ $1 $G $" $k !# 6h 4V $N C< $G $O $J $$ !" 0l HL E* $J 0L CV $K E@ $r $H $k $H $9 $l $P $I $& $G $" $m $& $+ !) 0J 2< !" LL E] $J $N $G 6h 4V [ � 1 ; 1] $G C 1 5i 4X ?t f ( x ) = 1 X k =0 f ( k ) k ! x k (6.9) $N @Q J, $r $9 $k $H $$ $& $3 $H $K $9 $k !J E, Ev $J JQ ?t JQ 49 $r $9 $l $P $$ $D $G $b $3 $& CV $- 49 $( $i $l $k ) !# @Q J, $7 $? 7k 2L $O S = 2 X k =0 ; 2 ; 4 ;::: f ( k ) ( k + 1)! (6.10) $H $J $C $F !" %F %$ %i !< E8 3+ $N 6v ?t 9‘ $7 $+ 8= $l $J $$ $3 $H $K Cm 0U $7 $F M_ $7 $$ !# 2 E@ $N x :B I8 $r � $H � $H $7 $? $H $- !" 0l HL E* $K $O ?t CM @Q J, $N 6a ;w <0 $, S 0 = w � f ( � ) + w � f ( � ) (6.11) $N 7A $K $J $k !# $3 $l $G !" >e $N @Q J, $r 6a ;w $9 $k $o $1 $@ $, !" 0 <! $N 9‘ $, >C $( $k $? $a $K w � + w � = 2 , $^ $? 4q ?t <! $N 9‘ $, =P $F $3 $J $$ $? $a $K w � = w � $+ $D � = � � $G $" $k I, MW $, $" $k $3 $H $O $9 $0 $K $o $+ $k $G $" $m $& !# $H $$ $& $o $1 $G w � = w � = 1 $H 7h $^ $C $F $7 $^ $C $? $N $G !" $" $H =P Mh $k $3 $H $O � $N CM $r 7h $a $k $3 $H $@ $1 $G $" $k !# <0 6.11 $r =q $- D> $9 $H S 0 = f (2) � 2 + f (4) 12 � 4 + ::: (6.12) $H $J $k $N $G !" � = 1 p 3 (6.13) $H $9 $l $P !" f (3) $^ $G $N 9‘ $r 0l CW $5 $; $i $l $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# Bf 7A 8x <0 $O � = 1 $K Aj Ev $7 !" f 0 $^ $G $7 $+ >C $( $F $$ $J $$ $N $G !" $: $$ $V $s @: EY $, >e $, $C $F $$ $k $3 $H $, $o $+ $k $G $" $m $& !# $= $N $+ $o $j !" 6h 4V $N C< $N E@ $N :F Mx MQ $, =P Mh $J $$ $N $G !" Cf E@ 8x <0 $K Hf $Y $F 7W ;; NL $, 2 G\ $K $J $C $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $K Cm 0U $7 $F $* $/ !# $b $& $A $g $C $H 4h D% $C $F 3 E@ $K $7 $F $_ $h $& !# Ey 4V 3V $K E@ $r $H $k $J $i N> C< $H Cf E@ $G $" $j !" $3 $N $H $- $O 2 <! 6J @~ $G 6a ;w $7 $F 6I =j 8m :9 $O 3 <! $H $J $k !# $3 $l $O $$ $& $^ $G $b $J $/ %7 %s %W %= %s $N 8x <0 $G $" $k !#

30 Bh 6 >O 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 IT Ey 4V 3V $N ;~ 2? $, <B 8= $G $- $k $+ $@ $, !" $3 $3 $G $O 6q BN E* $K 7A $r =q $+ $J $$ !# 2 E@ $N >l 9g $H F1 MM $J 9M ;! $+ $i !" 6h 4V $N Cf E@ $r 1 $D !" N> B& $K 1 E@ $E $D $H $k $H !" $3 $s $I $O f (5) $^ $G $N 9‘ $r 0l CW $5 $; $i $l $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# $3 $3 $^ $G $N OC $@ $H !" � N> C< $r 4^ $‘ n E@ $N Ey 4V 3V Jd 4V $G @Q J, 8x <0 $r :n $k $H !" n � 1 <! $N B? 9‘ <0 6a ;w $K $J $C $F 6I =j 8m :9 $O n <! � IT Ey 4V 3V $G @Q J, 8x <0 $r :n $k $H !" $J $s $@ $+ $h $/ $o $+ $i $J $$ $, 2 n <! $H $J $k $h $& $J 5$ $, $9 $k !# Ey 4V 3V $N >l 9g $O $^ $" $$ $$ $H $7 $F !" IT Ey 4V 3V $N >l 9g $K $= $& $& $^ $/ $$ $/ $N $G $" $m $& $+ !) 6.3 %, %& %9 7? 8x <0 $N <! ?t A0 2s $N ;q NA $N :G 8e $K =q $$ $? $h $& $K !" %, %& %9 7? !J $" $k $$ $O !" %, %& %9 !& %k %8 %c %s %I %k 7? !K @Q J, 8x <0 $O !" %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $N Nm E@ $r E@ $K $H $k $b $N $G $" $k !# %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $O M- 8B 6h 4V [ � 1 ; 1] $G M? $( $i $l $k D> 8r 4X ?t 7O $G $" $k !# $= $N k HV L\ $N 9‘ P k $O k <! B? 9‘ <0 $G $" $j 0J 2< $N @- <A $r ;} $D !# Z 1 � 1 P k ( x ) P l ( x ) = � k l 2 2 k + 1 (6.14) Dj 5A $O $$ $m $$ $m $" $k $, !" P n ( x ) = 1 2 n � n ! d n dx n ( x 2 � 1) n (6.15) $H =q $+ $l $k $3 $H $, B? $$ !# P n $N Nm E@ $H $O !" P n ( x ) = 0 $N 2r $N $3 $H $G $" $k !# n <! %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $N >l 9g <B 6h 4V [ � 1 ; 1] $K n 8D I, $: Nm E@ $, $" $k !# $3 $l $r 0J 2< x 1 ; x 2 ; :::x n $H $9 $k !# $5 $F !" 0J 2< $G %, %& %9 7? 8x <0 $N <! ?t $K $D $$ $F 9M $( $k !# n E@ ;H $C $? ;~ $K 2 n <! $K $J $k !" $$ $$ $+ $( $l $P 2 n � 1 <! $^ $G $N B? 9‘ <0 $K $D $$ $F $O 87 L) $J CM $r M? $( $k $H $$ $& $3 $H $, M= A[ $5 $l $k $N $G !" $3 $l $r <( $9 $H $$ $& J} ?K $G 9M $( $F $$ $/ !# G$ 0U $N 2 n � 1 <! B? 9‘ <0 F 2 n � 1 ( x ) $K BP $7 $F !" P n $N A4 $F $N Nm E@ $G CM $, 0l CW $9 $k $h $& $J n � 1 <! B? 9‘ <0 L n � 1 ( x ) $r 9= @. $9 $k $3 $H $, $G $- $k !# $3 $l $r ;H $& $H !" F 2 n � 1 = P n q n � 1 + L n � 1 (6.16) $H =q $1 $k !# $3 $3 $G !" q n � 1 $O n � 1 <! $N B? 9‘ <0 $G $" $k !# $3 $l $r 6h 4V [ � 1 ; 1] $G @Q J, $9 $k $H !" $b $A $m $s Z 1 � 1 F 2 n � 1 dx = Z 1 � 1 P n q n � 1 dx + Z 1 � 1 L n � 1 dx (6.17) $G $" $k $, !" 1& JU $N Bh 0l 9‘ $N q n � 1 $O n � 1 <! B? 9‘ <0 $G $" $j !" n <! %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 P n $O n � 1 <! 0J 2< $N G$ 0U $N B? 9‘ <0 $H D> 8r $9 $k $N $G !" $3 $N @Q J, $O 0 $K $J $k !# $D $^ $j !" Z 1 � 1 F 2 n � 1 dx = Z 1 � 1 L n � 1 dx (6.18) $H $J $k $o $1 $G $" $k !# $H $$ $& $o $1 $G F $N @Q J, $r 7W ;; $9 $k $K $O L $N @Q J, $r 5a $a $l $P $$ $$ !# $H $3 $m $, !" L $O n � 1 <! $J $N $G !" n E@ $G $N CM $, 7h $^ $l $P 0l 0U $K 7h $^ $j !" @Q J, =P Mh $F $7 $^ $& !#

6.4. Hy J, J} Dx <0 $X $N @Q J, 8x <0 $N E, MQ 31 7k 6I !" P n $N Nm E@ $G $N CM $r ;H $( $P !" F 2 n � 1 $N @Q J, $, 7W ;; $G $- $? $3 $H $K $J $k !# $5 $i $K 87 L) $J OC $H $7 $F $O !" 2 n � 1 <! $h $j $b 9b <! $N 9‘ $, $" $k 4X ?t $r 6a ;w $7 $F @Q J, $7 $? $H $- $K $I $N $h $& $J 8m :9 9‘ $, F~ $C $F $/ $k $+ $H $$ $& 5D O@ $, I, MW $K $J $k $, !" $3 $l $O >J N, $9 $k !# 0l HL $K !" FC 0[ E@ $r ;} $? $J $$ $h $& $J @- <A $N $h $$ 4X ?t $N ;~ $K $O !" %, %& %9 7? @Q J, 8x <0 $O Hs >o $K 6/ NO $J J} K! $G $" $k $H $$ $( $k !# $J $* !" 0l HL $N <! ?t $N >l 9g !" %, %& %9 7? 8x <0 $O S = n X k =1 W k f ( x k ) (6.19) $N 7A $r $H $k !# $3 $l $i $N Dj ?t $N CM $K $D $$ $F $O E, Ev $J ;2 9M =q $r 8+ $k $3 $H 6.4 Hy J, J} Dx <0 $X $N @Q J, 8x <0 $N E, MQ $5 $F !" $3 $3 $^ $G ?t CM @Q J, $N OC $r $7 $? $o $1 $@ $, !" Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r K! $H ?t CM @Q J, $O $b $A $m $s Hs >o $K NI $/ ;w $? $b $N $G $" $k !# $, !" Bg $- $J 0c $$ $O !" ?t CM @Q J, $G $O Ho @Q J, 4X ?t $, y = f ( x ) (6.20) $H !" FH N) JQ ?t $N M[ $J 4X ?t $H $7 $F M? $( $i $l $F $$ $? $N $K BP $7 !" Hy J, J} Dx <0 $G $O dx dt = f ( x; t ) (6.21) $H @Q J, $5 $l $? 7k 2L <+ BN $K Ho @Q J, 4X ?t $, $h $C $F $$ $k $3 $H $G $" $k !# $3 $N $? $a $K !" OC $, $9 $3 $7 J# ;( $K $J $k !# Nc $( $P !" $b $C $H $b 4J C1 $J Cf E@ 8x <0 $N >l 9g $r 9M $( $F $_ $h $& !# ?t CM @Q J, $N >l 9g $K $O !" C1 $K S = hf (( x 0 + x + 1) = 2) (6.22) $G $" $C $? !# Hy J, J} Dx <0 $N >l 9g !" Ld Bj $O ( t 0 + t 1 ) = 2 $G $N x $N CM $r 2f !9 $O $^ $@ CN $i $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N :$ Fq $O !" ?t CM @Q J, $, 6a ;w B? 9‘ <0 $N @Q J, $H $7 $F M? $( $i $l $? $H $$ $& $3 $H $r ;W $$ =P $; $P 0l 1~ 2r 7h $G $- $k !# Cf E@ 8x <0 $N >l 9g !" ?t CM @Q J, $G $O $3 $l $O f $r f (( x 0 + x + 1) = 2) $G 6a ;w $9 $k $H $$ $& $3 $H $K Aj Ev $7 $? !# F1 MM $J %" %$ %G %# %" $r Hy J, J} Dx <0 $K E, MQ $9 $l $P !" Hy J, J} Dx <0 $N >l 9g !" f $r Dj ?t $G 6a ;w $7 !" $= $N 7k 2L 2r $G $" $k x $r 0l <! <0 $G 6a ;w $9 $k !" $D $^ $j ^ x ( t ) = x 0 + f ( ^ x ( t 0 + h= 2) ; t 0 + h= 2)( t � t 0 ) (6.23) $H $$ $& 6a ;w $r $9 $k !# $3 $l $+ $i !" Ld Bj $N Cf E@ $G $N CM $r x 1 = 2 $H =q $/ $H x 1 = 2 = x 0 + f ( x 1 = 2 ; t 0 + h= 2) h= 2 (6.24) $H =q $1 $k $o $1 $G !" $3 $l $O x 1 = 2 $K BP $9 $k Be ?t J} Dx <0 $K $J $C $F $$ $k !# $3 $l $r 2r $1 $P ?t CM 2r $b 5a $^ $k $o $1 $G $" $k !# 0l HL $K $O !" n <! $N %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $+ $i F3 $+ $l $k 8x <0 $G $O !" f $N n � 1 <! 6a ;w B? 9‘ <0 $r 9= @. $9 $k $3 $H $K $J $k !# $3 $l $r A0 @a $H F1 MM L n � 1 $H $7 !" Nm E@ $r t k $H $9 $l $P !" t k $G $N !V 2r !W x k $, x k = x 0 + Z t k t s L n � 1 ( t ) dt; k = 1 ; 2 ; :::n (6.25)

32 Bh 6 >O 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 $, $J $j N) $A !" $5 $i $K L n � 1 ( t k ) = f ( x k ; t k ) ; k = 1 ; 2 ; :::n (6.26) $, $J $j N) $D $h $& $K x k $H L $r 7h $a !" $= $l $r @Q J, $7 $F t e $G $N 2r $, 5a $^ $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $H =q $/ $H Hs >o $K Bg JQ $= $& $@ $, !" 78 ?t $r $" $i $+ $8 $a 7W ;; $7 $F $* $1 $P >e $N <j B3 $- $, 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 $H $7 $F I= 8= $G $- $k !# $3 $l $G !" Nc $( $P 4 CJ $G 8 <! $N 8x <0 $, <B 8= =P Mh $k $o $1 $G $" $k !# 6.5 Be ?t J} Dx <0 $N 07 $$ $5 $F !" >e $N $h $& $J $o $1 $G 1" E* 8x <0 $H $$ $& $b $N $, 9= @. $G $- $k $H $$ $& $3 $H $O $o $+ $C $? $, !" $3 $l $r <B :] $K ;H $& $K $O !" x k $K BP $9 $k Be ?t J} Dx <0 $r $H $+ $J $$ $H $$ $1 $J $$ !# $3 $N 2r $- J} $K $D $$ $F 4J C1 $K @b L@ $7 $F $* $3 $& !# Be ?t J} Dx <0 $H $$ $C $F $b !" $3 $3 $G 07 $& $b $N $O $[ $H $s $I I, $: x = f ( x ) (6.27) $N 7A !" $9 $J $o $A !" $" $k 4X ?t $N IT F0 E@ $r 5a $a $k $H $$ $& 7A $K $J $C $F $$ $k !# $3 $N ;~ $O !" 0J 2< $N $h $& $J H? I| $r 7+ $j JV $9 $3 $H $K $h $C $F 2r $/ $H $$ $& J} K! $, 9M $( $i $l $k !# x new = f ( x ol d ) (6.28) $3 $l $r D> @\ Be F~ K! $H $$ $& !# $3 $l $O MF 0W $K %W %m %0 %i %‘ =P Mh $F !" <B :] $K 9- $/ ;H $o $l $k J} K! $G $" $k !# $, !" M} O@ E* $K $O $$ $m $$ $m 2x $7 $$ !# $D $^ $j !" � <} B+ $9 $k $+ $I $& $+ � <} B+ $N B. $5 $H $$ $& $h $& $J 4Q E@ $+ $i $_ $F ;H $$ $b $N $K $J $k $N $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $O L@ $i $+ $G $O $J $$ !# $7 $+ $7 !" 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $+ $i =P $F $/ $k J} Dx <0 $N >l 9g !" $3 $l $G 7k 9= $& $^ $/ $$ $/ $3 $H $, B? $$ !# $= $l $, $J $< $+ $H $$ $& $3 $H $r <( $9 A0 $K !" 0l HL $K D> @\ Be F~ $N <} B+ $N B. $5 $r D4 $Y $F $* $3 $& !# J} Dx <0 (6.27) $N 2r $, x $G $" $k $H $- !" D> @\ Be F~ K! $G $N 8E $$ 6a ;w 2r $H ?7 $7 $$ 6a ;w 2r $= $l $> $l $N ?? $N 2r $H $N :9 $O e ol d = x old � x e new = x new � x (6.29) (6.30) $H $J $k !# 2< $N J} $r JQ 7A $7 !" f $r E8 3+ $9 $l $P e new = f ( x ol d ) � f ( x ) � d f dx ( x old � x ) (6.31) $H $J $k !# => $C $F !" � <} B+ $9 $k $? $a $K $O j d f =dx j < 1 $G $" $l $P $h $$ !# � j d f =dx j $, >. $5 $$ $[ $I B. $/ <} B+ $9 $k !#

6.6. %, %& %9 7? 0J 30 $N 1" E* 8x <0 33 $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# OC $r 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $K La $= $& !# $^ $? !" $b $C $H $b 4J C1 $J Cf E@ 8x <0 !J 1" E* Cf E@ 8x <0 !K $G 9M $( $F $_ $k !# 2r $/ $Y $- <0 $O !" � = h= 2 $H $7 $F x = x 0 + f ( x; t 0 + � ) � (6.32) $H =q $1 $k !# Nc $K $h $C $F %j %W %7 %C %D O" B3 >r 7o j f ( t; x ) � f ( t; x 0 ) j � L j x � x 0 j (6.33) $, $J $j N) $D $H $7 $F $h $$ $N $G !" Cf E@ 8x <0 6.32 $N 1& JU $N x $K $h $k Hy J, $, L� $G 2! $( $i $l $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# $D $^ $j !" 9o $_ I} $r 1 =L $K Hf $Y $F >. $5 $/ $H $l $P $$ $$ $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $J $* !" $3 $l $G $O :Q $^ $J $$ $h $& $J >l 9g $b $" $k !# $3 $l $K $D $$ $F $O 8e $N !V 9E $$ !W J} Dx <0 $N $H $3 $m $G 07 $& $3 $H $K $9 $k !# 6.6 %, %& %9 7? 0J 30 $N 1" E* 8x <0 1" E* %, %& %9 8x <0 $O !" CJ ?t $K BP $7 $F M} O@ >e 2D G= $J :G Bg <! ?t $r C# @. $9 $k !" $" $k 0U L# $G !V :G NI !W $N 8x <0 $G $" $k !# $, !" <B MQ >e $O $$ $m $$ $m IT JX $J E@ $b $" $k !# Nc $( $P !" � :G >. $N CJ ?t $G :G 9b $N <! ?t !J @: EY !K $r C# @. $7 $F $$ $k $N $G !" 78 ?t $K <+ M3 EY $, $J $/ $$ $o $f $k !V Kd $a 9~ $_ 7? !W $N 8x <0 $, 9= @. $G $- $J $$ !# � C< $N E@ $r ;H $o $J $$ $N $G !" A0 $N %9 %F %C %W $G $N 7W ;; 7k 2L $N :F Mx MQ $, =P Mh $J $$ !# � 40 A4 1" E* K! $J $N $G !" 7W ;; $, Bg JQ $G $" $k $J $I $N Ld Bj $, $" $k !# $= $l $> $l $N E@ $K $D $$ $F 2~ NI $5 $l $? Bt ;3 $N J} K! $, CN $i $l $F $$ $k !# FC $K :G =i $N 2 $D $K $D $$ $F $O Lobatto-I I Ia/b %Z %" $H $$ $& J} K! $, :G 6a Ds 0F $5 $l !" 9- $/ ;H $o $l $k $h $& $K $J $j $D $D $" $k !# H> 1" E* K! $K $D $$ $F $O JL $K =R $Y $k !#

35 Bh 7 >O @~ 7A B? CJ 3, K! $3 $l $^ $G $N ?t 2s $G !" 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k 8x <0 $N 0l $D $G $" $k %k %s %2 !& %/ %C %? 7? 8x <0 $K $D $$ $F $= $N 86 M} $H <B Nc $r 4J C1 $K @b L@ $7 $? !# :# F| $O !" F1 MM $K 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k 8x <0 $G $" $k @~ 7A B? CJ 3, K! $K $D $$ $F $= $N 86 M} $r $^ $H $a $k !# 7.1 @~ 7A B? CJ 3, K! $N 9M $( J} %k %s %2 !& %/ %C %? K! $O !V 0l CJ 3, K! !W $H 8F $P $l $k %/ %i %9 $K B0 $9 $k !# 0l CJ 3, K! $H $O !" $3 $3 $G $O !" t i $K $* $1 $k 2r x i $, $o $+ $C $F $$ $l $P !" $= $l $@ $1 $+ $i <! $N ;~ 9o t i +1 $G $N 2r x i +1 $, 5a $^ $k $b $N $G $" $k !# $3 $l $K BP $7 !" t i $G $N >p Js $@ $1 $G $J $/ !" $= $N A0 $N %9 %F %C %W $G $N >p Js !J F3 4X ?t $N CM $d 2r $= $N $b $N $N CM !K $r 5- 21 $7 $F $* $$ $F !" $= $l $r ;H $* $& $H $$ $& $N $, B? CJ 3, K! $G $" $k !# $3 $l $K $h $j !" M> 7W $J 7W ;; $r $7 $J $$ $G 7W ;; @: EY $r $" $2 $h $& $H $$ $& $o $1 $G $" $k !# 7.2 %" %@ %‘ %9 K! @~ 7A B? CJ 3, K! $N $J $+ $G $b $C $H $b 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k $N $O !" %" %@ %‘ %9 K! $H $$ $o $l $k %/ %i %9 $N 8x <0 $G $" $k !# $3 $N 86 M} $O !" $$ $/ $D $+ $N %9 %F %C %W $G $N F3 4X ?t !J Hy J, J} Dx <0 $N 1& JU !K f $N CM $r 21 $( $F $* $$ $F !" $= $l $r DL $k Jd 4V B? 9‘ <0 $r :n $j !" $= $l $r @Q J, $7 $F 2r $r 5a $a $h $& $H $$ $& $b $N $G $" $k !# >e $N ?^ $K 35 G0 $r <( $9 !# $3 $3 $G $O !" A0 2s $N @Q J, 8x <0 $H F1 MM $K %i %0 %i %s %8 %e Jd 4V !J %K %e !< %H %s Jd 4V !K $r $7 $F B? 9‘ <0 $r :n $k !# $G !" $= $N :n $C $? B? 9‘ <0 $r @Q J, $9 $k !# Nc $( $P !" E@ i $+ $i i + 1 $^ $G @Q J, $9 $k $N $K !" E@ i � p $+ $i i $^ $G $N 4X ?t CM $r ;H $& $H $9 $l $P !" p <! $N B? 9‘ <0 $G P ( t j ) = f j = f ( x j ; t j ) ( i � p � j � i ) (7.1)

36 Bh 7 >O @~ 7A B? CJ 3, K! $r K~ $? $9 $b $N $r :n $k !# $G !" i + 1 $G $N 2r x i +1 $O x i +1 = x i + Z t i +1 t i P ( t ) dt (7.2) $G M? $( $i $l $k !# 9o $_ h $, Dj ?t $G $" $k $H $9 $l $P !" p $r 7h $a $l $P >e $N <0 $r x i +1 = x i + h p X l =0 a pj f i � l (7.3) $N 7A $K =q $- D> $; $k !# 4J C1 $J Nc $H $7 $F !" p = 1 $N >l 9g $r 9M $( $F $_ $h $& !# $3 $N ;~ !" Jd 4V B? 9‘ <0 $O 0l <! $G $" $C $F P ( t ) = f i � f i � 1 � f i h ( t � t i ) (7.4) $H $J $C $F !" $3 $l $r @Q J, $9 $l $P !" 7k 6I x i +1 = x i + h 2 (3 f i � f i � 1 ) (7.5) $H $J $k !# 0l HL $K !" %" %@ %‘ %9 K! $G $O G$ 0U CJ ?t $N 8x <0 $, 9= @. $G $- !" $= $N <! ?t $O CJ ?t $K Ey $7 $$ $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# $3 $l $O !" %k %s %2 !& %/ %C %? $J $I $K Hf $Y $l $P $O $k $+ $K $h $$ @- <A $r $b $C $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $G $b $" $k !# 7.3 =P H/ 8x <0 %" %@ %‘ %9 K! $O $$ $/ $i $G $b 9b <! $N 8x <0 $, :n $l !" 7W ;; NL $b $" $^ $j B? $/ $J $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k $, !" I, $: $7 $b 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k $H $$ $& $o $1 $G $b $J $$ !# $= $N M} M3 $O $$ $m $$ $m $" $k $, !" 0l $D $O !" !V $I $& $d $C $F 7W ;; $r ;O $a $k $Y $- $+ $h $/ $o $+ $i $J $$ !W $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $D $^ $j !" =i 4| CM Ld Bj $H $7 $F $O $b $A $m $s t 0 $K $* $1 $k x 0 $7 $+ CN $i $J $$ $N $K !" B? CJ 3, K! $G $O $= $N A0 $N ;~ 9o $G $N 2r $, I, MW $K $J $k $o $1 $G $" $k !# $3 $l $K BP $9 $k BP 1~ :v $O $$ $/ $D $+ $" $k $, !" ;~ 4V 9o $_ 0l Dj $N >l 9g $K $O !" 4p K\ E* $K $O %k %s %2 !& %/ %C %? $J $I $N JL $J J} K! $G 2r $r 5a $a $F $* $/ $H $$ $& $d $j $+ $? $, Ia DL $G $" $k !# $H $$ $& $o $1 $G 7k 6I %W %m %0 %i %‘ $r =q $/ <j 4V $, 2 G\ 0J >e $K $J $k $H $$ $& $N $, !" B? CJ 3, K! $N <B MQ >e $N Ld Bj $G $" $k !# 7.4 1" E* %" %@ %‘ %9 K! $5 $F !" A0 $K =R $Y $? 8x <0 $G $O !" Jd 4V B? 9‘ <0 $r M[ E* $K 5a $a $? !# $9 $J $o $A !" ;~ 9o i $H $= $l $h $j 0J A0 $N CM $@ $1 $r ;H $C $F $$ $? !# $3 $l $K BP $7 !" 1" E* $J Jd 4V B? 9‘ <0 !" $D $^ $j t i +1 $G $N 4X ?t $N CM $r ;H $C $? 8x <0 $H $$ $& $b $N $b 9M $( $i $l $k !# 9o $_ h $, Dj ?t $G $" $k $H $9 $l $P !" p $r 7h $a $l $P A0 $H F1 MM $K x i +1 = x i + h p � 1 X l = � 1 b pj f i � l (7.6)

7.5. 8m :9 37 $N 7A $K =q $1 $k $3 $H $K $J $k !# $^ $? <j $r $L $$ $F p = 1 $N >l 9g $r 9M $( $l $P !" $3 $l $O C1 $K Bf 7A 8x <0 x i +1 = x i + h 2 ( f i + f i +1 ) (7.7) $H $J $k !# 1" E* 8x <0 $N >l 9g !" Nc $K $h $C $F $I $& $d $C $F Be ?t J} Dx <0 $r 2r $/ $+ $, Ld Bj $K $J $k !# DL >o $N J} K! $O !" � =i 4| CM $H $7 $F F1 $8 <! ?t $N M[ E* %" %@ %‘ %9 K! $N 2r $r ;} $A $$ $k !# � $= $N $" $H $O D> @\ Be F~ K! $G H? I| $9 $k !# $H $$ $& $b $N $G $" $k !# $? $@ $7 !" FC $K @~ 7A B? CJ 3, K! $N >l 9g !" H? I| $r 7+ $j JV $5 $J $$ $3 $H $, B? $$ !# H? I| 2s ?t $r 1 2s $H $+ 2 2s $K 8G Dj $7 $F $7 $^ $& $N $G $" $k !# 0J 2< $G !" $J $< $= $l $G $$ $$ $+ !" $^ $? !" $= $b $= $b $J $< 1" E* 8x <0 $r ;H $& $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k !# $J $* !" $3 $N $d $j J} $r !" M= B, ;R !& =$ @5 ;R K! $H 8F $V !# @~ 7A B? CJ 3, K! $O $[ $H $s $I $3 $N 7A $G ;H $o $l $k $? $a !" @~ 7A B? CJ 3, K! $N $3 $H $r $5 $7 $F M= B, ;R !& =$ @5 ;R K! $H 8F $V ?M $b $$ $k !# 7.5 8m :9 @~ 7A B? CJ 3, K! $N 8m :9 $N Ld Bj $r 9M $( $k $K $O !" Jd 4V B? 9‘ <0 $N <g MW 8m :9 $, M[ E* 8x <0 $H 1" E* 8x <0 $G $I $& 0c $& $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $k I, MW $, $" $k !# @~ 7A B? CJ 3, K! $N !" FC $K Bg 0h 8m :9 $N M} O@ $O Fq $7 $$ $N $G !" 0J 2< 6I =j 8m :9 $K $D $$ $F 9M $( $k !# 6I =j 8m :9 $r 9M $( $k ;~ $K !" x i +1 0J 30 $N CM $K $O ?t CM 8m :9 $r 4^ $^ $J $$ $H $7 $F 9M $( $k !# $3 $N 07 $$ $G $H $j $" $( $: Bg BN $N $3 $H $O $o $+ $k !# 0l HL $K !" 87 L) 2r $O FH N) JQ ?t t $K $h $k %F %$ %i !< E8 3+ $r ;} $D $H $7 $F $h $$ $N $G !" p <! $N Jd 4V B? 9‘ <0 $G 6a ;w $7 $? $H $- $N <g $J 8m :9 $O p + 1 <! $N @. J, $+ $i =P $F $/ $k !# Jd 4V B? 9‘ <0 <+ BN $N 8m :9 $K $D $$ $F $O !" 0J 2< $N $h $& $J Dj M} $, CN $i $l $F $$ $k !# >Z L@ $O $= $l $[ $I Fq $7 $/ $J $$ $N $G !" $d $C $F $_ $k $3 $H !# Dj M} !’ ( p + 1) 8D $N I8 K\ E@ x 0 ; :::x p $G $N !" 4X ?t f ( x ) $N CM f i = f ( x i ) $r I8 K\ CM $H $9 $k :G >. <! ?t Jd 4V B? 9‘ <0 P ( x ) $O 0J 2< $N @- <A $r ;} $D !’ G$ 0U $N x $K BP $7 $F !" x 0 ; :::x p $* $h $S x $r 4^ $‘ :G >. $N JD 6h 4V $K � $, B8 :_ $7 !" f ( x ) � P ( x ) = ! ( x ) ( p + 1)! f ( p +1) ( � ) (7.8) $3 $3 $G !" ! ( x ) = ( x � x 0 )( x � x 1 ) � � � ( x � x p ) (7.9) $G $" $k !# $3 $3 $G !" f ( p +1) ( � ) $, Ld Bj $N 6h 4V $G 0l Dj $G $" $k $H ;W $( $P !" 8m :9 $O ! ( x ) $r @Q J, $7 $? $b $N $G M? $( $i $l $k !# h $G $N Ey 4V 3V Jd 4V $N >l 9g $K $D $$ $F !" [ x p � 1 ; x p ] $G $N @Q J, 8m :9 !J 1" E* %" %@ %‘ %9 8x <0 $N 8m :9 !K $H [ x p � 1 ; x p ] $G $N 8m :9 !J M[ E* %" %@ %‘ %9 8x <0 $N 8m :9 !K $N 78 ?t $r !" $$ $/ $D $+ $N p $N >l 9g $K $D $$ $F 2< $N I= $K $^ $H $a $F $* $/ ( <B :] $N 8m :9 $O A p h p +2 f ( p +1) $H =q $1 $k !K !# $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" 1" E* 8x <0 $N 8m :9 $O 05 E] E* $K >. $5 $$ !# $3 $N $? $a $K !" F1 $8 9o $_ I} $G $" $l $P 1" E* 8x <0 $N $[ $& $, $= $l $@ $1 @: EY $, $$ $$ $3 $H $K $J $k !#

38 Bh 7 >O @~ 7A B? CJ 3, K! I= 7.1: %" %@ %‘ %9 K! $N 8m :9 8x <0 p = 1 p = 2 p = 3 M[ E* 5/12 3/8 251/720 1" E* � 1 = 12 � 1 = 24 � 19 = 720 $, !" =i 4| ?d Dj $H $7 $F M[ E* 8x <0 $r ;H $C $? >l 9g !" @: EY $H $$ $& 4Q E@ $+ $i $O !" 0l 2s $@ $1 F3 4X ?t $r I> 2A $7 $F D> @\ Be F~ $7 $? $b $N (Predict-Ev aluate-Correct, PEC) !" $" $k $$ $O H? I| $r $b $& 0l 2s $@ $1 $9 $k $b $N [P(EC) 2 ] $G == J, $G $" $j !" 40 A4 $K <} B+ $5 $; $F $b $" $^ $j 0U L# $, $J $$ !# $3 $l $O !" @: EY $N 8~ >e $, !" 05 E] E* $H $O $$ $( $; $$ $< $$ 1-2 7e $G $" $k $+ $i $G $" $k !# $D $^ $j !" H? I| $r 7+ $j JV $7 $F $b !" 1" E* 8x <0 $N CM $K 6a IU $/ $, JL $K ?? $N 2r $K $O 6a IU $+ $J $$ $N $G $" $k !# 7.6 %K %e !< %H %s Jd 4V $H %" %@ %‘ %9 8x <0 $N <B MQ E* F3 =P $5 $F !" Jd 4V 8x <0 $N 9= @. $K $D $$ $F !" $^ $( $K @b L@ $7 $? $N $O %i %0 %i %s %8 %e Jd 4V $N 8x <0 $r $= $N $^ $^ ;H $& J} K! $G $" $C $? !# $3 $l $O $3 $l $G JL $K $$ $1 $J $$ $o $1 $G $O $J $$ $N $@ $, !" $b $& >/ $7 %9 %^ !< %H $J J} K! $, $" $k $N $G !" $= $l $r >R 2p $7 $F $* $/ !# Jd 4V $7 $? $$ 4X ?t f ( x ) $, !" I8 K\ E@ ( x 0 ; x 1 ; :::x n ) $G !" 4X ?t CM ( f 0 ; f 1 ; :::f n ) $r $H $k $H $9 $k !# $3 $l $r !" 0J 2< $N $h $& $J 7A $N B? 9‘ <0 P ( x ) = a 0 + a 1 ( x � x 0 ) + a 2 ( x � x 0 )( x � x 1 ) ::: + a n ( x � x 0 ) � � � ( x � x n � 1 ) (7.10) $H $$ $& 7A $K =q $/ $3 $H $r 9M $( $k !# $3 $l $r !" a p $^ $G $r $H $C $? $b $N $O x 0 � � � x p $^ $G $r DL $k :G Dc <! Jd 4V B? 9‘ <0 $K $J $C $F $$ $k $h $& $K 9= @. $9 $k $3 $H $K $9 $k !# $G !" Dc $$ <! ?t $+ $i =g $K :n $C $F $$ $/ !# IU $1 2C $( $k ?7 $7 $$ 9‘ $O !" $= $l $^ $G $K ;H $C $? E@ $9 $Y $F $G 0 $K $J $k $N $G !" ?7 $7 $$ E@ $G I8 K\ $H 0l CW $9 $k $h $& $K a i $N CM $r 7h $a $l $P $$ $$ !# $^ $: !" n = 0 $K $D $$ $F $O !" a 0 = f 0 $H $9 $l $P $$ $$ $N $O L@ $i $+ $G $" $m $& !# <! $K n = 1 $G $" $k $, !" P ( x 1 ) = f 0 + a 1 ( x 1 � x 0 ) = f 1 (7.11) $+ $i a 1 = f 1 � f 0 x 1 � x 0 (7.12) $H $J $k !# F1 MM $K !" a 2 $r 5a $a $k $H !" a 2 = f [0 ; 2] � f [0 ; 1] x 2 � x 1 (7.13) $? $@ $7 !" f [ i; j ] = f i � f j x i � x j (7.14) $G $" $k !# $5 $F !" CJ !9 <0 $, HK ;( $K $J $k $, !" $b $& $A $g $C $H $N ?I Jz $G $" $k !# >e $N 7A $O !" a 2 = f [2 ; 1] � f [1 ; 0] x 2 � x 0 (7.15)

7.7. ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k ;~ 39 $H $$ $& $U $& $K $b =q $- D> $; $k $3 $H $K Cm 0U $7 $h $& !# $3 $l $O !" (1 ; 2) $r DL $k Jd 4V <0 $N 0l <! $N 78 ?t $H !" (0 ; 1) $r DL $k Jd 4V <0 $N 78 ?t $N :9 $_ $? $$ $J $b $N $K $J $C $F $$ $k !# $3 $3 $G !" E7 2< $j $K !" k 3, :9 >& (divided di�erence) D k ;l (0 � l � n � k ) $H $$ $& $b $N $r F3 F~ $9 $k !# $3 $l $O 0J 2< $N $h $& $K Dj 5A $5 $l $k !# D 0 ;l = f l (0 � l � n ) (7.16) D k ;l = D k � 1 ;l � D k � 1 ;l +1 x l � x l + k (7.17) <B $O !" $3 $N $h $& $K Dj 5A $5 $l $? D $, !" D k ; 0 = a k (7.18) $r K~ $? $9 !" 5a $a $k 78 ?t $G $" $k $3 $H $r <( $9 $3 $H $, =P Mh $k !# >Z L@ $K $O !" D k ;l $, !" x l $+ $i ;O $^ $k k + 1 E@ $r DL $k Jd 4V B? 9‘ <0 $N 78 ?t $G $" $k $H $$ $& $3 $H $r MQ $$ $k !# Dj 5A $K $h $j D k ; 0 = D k � 1 ; 0 � D k � 1 ; 1 x 0 � x k (7.19) $G $" $k $N !# $3 $3 $G !" 5" G< K! $r ;H $C $F >Z L@ $9 $k $3 $H $K $9 $k $H !" P k � 1 ( x ) = D 0 ; 0 + D 1 ; 0 ( x � x 0 ) + � � � + D k � 1 ; 0 ( x � x 0 ) � � � ( x � x k � 2 ) (7.20) $O !" x 0 ; � � � x k � 1 $r DL $k k � 1 <! Jd 4V B? 9‘ <0 $G $" $j !" $^ $? !" P 0 k � 1 ( x ) = D 0 ; 1 + D 1 ; 1 ( x � x 1 ) + � � � + D k � 1 ; 1 ( x � x 1 ) � � � ( x � x k � 1 ) (7.21) $O !" x 1 ; � � � x k $r DL $k k � 1 <! Jd 4V B? 9‘ <0 $G $" $k $H $7 $F $h $$ !# $3 $N 2 $D $N @~ 7A 7k 9g $K $h $C $F !" x 0 ; � � � x k $r DL $k Jd 4V B? 9‘ <0 $r :n $k $K $O !" P k = ( x � x 0 ) P 0 k � 1 � ( x � x k ) P k x k � x 0 (7.22) $H $9 $l $P $h $$ !# $3 $3 $G !" D k � 1 ; 0 $H D k � 1 ; 1 $O !" $= $l $> $l P k � 1 $H P 0 k � 1 $N :G 9b <! $N 78 ?t $G $" $k $3 $H $K Cm 0U $9 $k $H !" P k $N :G 9b <! $N 78 ?t ( $3 $l $O a k $K Ey $7 $$ ) $O !" D k ; 0 $G M? $( $i $l $k $3 $H $, $o $+ $k !# $5 $F !" Q k ( x ) = D 0 ; 0 + D 1 ; 0 ( x � x 0 ) + � � � + D k ; 0 ( x � x 0 ) � � � ( x � x k � 1 ) (7.23) $H $$ $& B? 9‘ <0 $r 9M $( $k $H !" $3 $l $O x 0 ; � � � x k � 1 $G P k $H 0l CW $7 !" $5 $i $K :G 9b <! $N 78 ?t $b 0l CW $7 $F $$ $k $N $G !" 7k 6I Q k = P k $G $" $k $3 $H $, $o $+ $k !# $D $^ $j !" Q k ( x ) $, 5a $a $k Jd 4V B? 9‘ <0 $G $" $j !" D k ; 0 $, $= $N :G 9b <! $N 78 ?t $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# 7.7 ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k ;~ $5 $F !" $J $< >e $N $h $& $J LL E] $J OC $r $7 $? $+ $H $$ $& $H !" %" %@ %‘ %9 K! $K $* $$ $F ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k J} K! $N 35 G0 $r @b L@ $9 $k $? $a $G $" $k !# ;~ 4V 9o $_ 0l Dj $G $" $l $P !" $9 $G $K =R $Y $? $h $& $K $" $i $+ $8 $a 78 ?t $r 5a $a $F $* $$ $F !" A0 $N 4X ?t CM $N @~ 7A 7k 9g $G JQ 2= $r 7W ;; $G $- $k !# $7 $+ $7 !" 9o $_ $r JQ $( $? $$ >l 9g $K $O $= $& $O $$ $+ $J $$ !# $3 $N ;~ $N !" $b $C $H $b 0l HL E* $G 6/ NO $J J} K! $O !" >e $N :9 >& $r ;H $C $F Jd 4V B? 9‘ <0 $r 7W ;; $7 !" $5 $i $K $= $l $r 8= :_ $N ;~ 4V 9o $_ $G @Q J,

40 Bh 7 >O @~ 7A B? CJ 3, K! $7 $? 7A $N 78 ?t $r 5a $a $k !" $9 $J $o $A !" Kh 2s @Q J, 8x <0 $r :n $j D> $9 $H $$ $& J} K! $G $" $k !# :9 >& $N 7A $G %G !< %? $r $H $C $F $* $/ $H !" >e $N A2 2= <0 $r ;H $C $F D $r =g HV $K 99 ?7 $9 $k $3 $H $, $G $- $k !# $3 $l $O Krogh 7? $N 8x <0 $H 8F $P $l !" $+ $J $j 9- $$ HO 0O $N Ld Bj $K $D $$ $F !" $b $C $H $b 8z N( $, NI $$ 8x <0 $G $" $k $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# !J FC JL $K 9b $$ @: EY $r MW 5a $9 $k >l 9g $O !" <! 2s $K =R $Y $k 30 A^ K! $N $[ $& $, $h $$ $3 $H $b $" $k !K >e $N J} K! $G ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $i $l $k $J $i !" =P H/ 8x <0 $O IT I, MW $K $J $k $3 $H $K Cm 0U $7 $F $* $/ !# $D $^ $j !" :G =i $O 1 <! $N M= B, ;R !" 2 <! $N =$ @5 ;R $+ $i =P H/ $7 $F !" %9 %F %C %W Kh $K <! ?t $r $" $2 $F $$ $1 $P $$ $$ !# %9 %F %C %W %5 %$ %: $O <! ?t $r 9M N8 $7 $F 7h $a $F $* $/ !# 7.8 7W ;; Cf $N 8m :9 I> 2A %9 %F %C %W $r JQ $( $k $N $O >e $N $h $& $J M} M3 $G Bg JQ $@ $, !" $= $N $+ $o $j 8m :9 I> 2A $O %k %s %2 !& %/ %C %? $K Hf $Y $F MF 0W $G $" $k !# M= B, ;R !& =$ @5 ;R 7? $N 8x <0 $N >l 9g !" $3 $N 2 $D $N 4V $N :9 $, $+ $J $j NI $$ 8m :9 $N ?d Dj CM !J $b $A $m $s Bg $- $a $@ $, !K $K $J $C $F $$ $k $N $G !" $3 $l $r ;H $C $F $d $l $P $$ $$ !# 7.9 %k %s %2 !& %/ %C %? $H $N Hf 3S I, MW $J @: EY $r 7h $a $? ;~ !" $[ $H $s $I $I $s $J >l 9g $G $b !" @~ 7A B? CJ 3, K! $N $[ $& $, %k %s %2 !& %/ %C %? K! $h $j $b >/ $J $$ 7W ;; NL $G Ez $r F@ $k $3 $H $, =P Mh $k $H $$ $& $3 $H $, <B 83 E* $K $b !" $^ $? 8m :9 $N 78 ?t $r $D $+ $C $? M} O@ E* $J 2r @O $+ $i $b $o $+ $C $F $$ $k !# %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $, M% $l $F $$ $k $N $O !" 4p K\ E* $K $O $= $N ;H $$ $d $9 $5 $K $* $$ $F $N $_ $G $" $k $H $$ $C $F $h $$ !# $, !" $^ $" !" ;H $$ $d $9 $5 $H $$ $& $N $O <B :] E* $K $J $+ $J $+ =E MW $G $" $k $3 $H $b 3N $+ $G $" $k !#

41 Bh 8 >O 30 A^ K! $3 $N @a $G $O !" ?t CM 2r $N 8x <0 $N :G 8e $H $$ $& $3 $H $G !" 30 A^ K! $K $D $$ $F >R 2p $9 $k !# $^ $: !" $= $N $? $a $N =‘ Hw $H $7 $F !" L) @\ $K 4X 78 $7 $? ?t CM @Q J, $K $* $1 $k 30 A^ $N 9M $( J} $r @b L@ $7 !" $= $l $+ $i >o Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r K! $H $7 $F $N Jd 30 K! $K $D $$ $F $= $N 9M $( J} $r @b L@ $9 $k !# 8.1 ?t CM @Q J, $K $* $1 $k 30 A^ 1" E* %k %s %2 !& %/ %C %? $H %, %& %9 !& %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $K $h $k ?t CM @Q J, $N 4X 78 $K $_ $k $h $& $K !" ?t CM @Q J, $H >o Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r K! $K $O L) @\ $J 4X 78 $, $" $k !# M} O@ E* $K $O !" $3 $l $O 7k 6I %j %W %7 %C %D >r 7o $N $b $H $G !" >o Hy J, J} Dx <0 $N ?t CM 2r $O ?t CM @Q J, $G 6a ;w $G $- $k $H $$ $& $3 $H $+ $i Mh $k !# @~ 7A B? CJ 3, K! $b !" B? 9‘ <0 6a ;w $7 $? >e $G ?t CM @Q J, $9 $k J} K! $H $$ $& $U $& $K M} 2r $G $- $k !# $3 $N $h $& $J J} K! $G Hs >o $K 9b $$ <! ?t $r C# @. $7 $h $& $H $9 $k $H !" 7W ;; NL !" %a %b %j $N I, MW NL $, $I $s $I $s A} $( $F $7 $^ $C $F 8= <B E* $G $O $J $/ $J $k !# $^ $? !" $" $H $G =R $Y $k $h $& $K 0B Dj @- $d <} B+ @- $N Ld Bj $b $* $- $F $- $F !" Hs >o $K 9b <! $N J} K! $H $$ $& $N $O $+ $J $i $: $7 $b <B MQ E* $G $O $J $$ !# $G $O !" $b $& >/ $7 $& $^ $$ J} K! $O $J $$ $+ $H $$ $& $N $, Ld Bj $G $" $k !# Nc $( $P !" ?t CM @Q J, $K $* $$ $F !" 4J C1 $J Bf 7A 8x <0 $r ;H $C $? >l 9g $r 9M $( $F $_ $k !# $3 $l $G 9o $_ I} $r $$ $m $$ $m JQ $( $l $P !" 8m :9 $O Bg ;( GD $K $$ $C $F 9o $_ I} h $N 2 >h $K Hf Nc $9 $k $O $: $G $" $k !# $D $^ $j !" Nc $( $P $" $k 9o $_ I} h 1 $H !" JL $N 9o $_ I} h 2 $G 7W ;; $7 $? Ez $N 8m :9 $O !" $= $l $> $l !" $" $k !J 6& DL $N !K Dj ?t C $r ;H $C $F e h 1 = C h 2 1 e h 2 = C h 2 2 (8.1) $H =q $1 $k $h $& $J 5$ $, $9 $k !# $3 $l $r $5 $i $K 8@ $$ 49 $( $k $H !" @Q J, $N 6a ;w CM S ( h ) $, !" ?? $N CM S $r ;H $C $F S ( h 1 ) = S + C h 2 1 S ( h 2 ) = S + C h 2 2 (8.2) $5 $F !" $3 $N <0 $+ $i !" !V S $r 5a $a $k !W $3 $H $, =P Mh $k !# $D $^ $j !" S = h 2 2 S ( h 1 ) � h 2 1 S ( h 2 ) h 2 2 � h 2 1 (8.3) $H $7 $F $d $k $H !" !V ?? $N CM !W $, 5a $^ $C $F $7 $^ $& !# ?^ $K $9 $k $H $3 $s $J 46 $8 $+ $J !’ MW $9 $k $K !" h 2 $K BP $7 $F 8m :9 $, 0l <! <0 $G =q $1 $k $H ?. $8 $F !" h ! 0 $G $N @Q J, $N CM $r 5a $a $F $d $k $o $1 $G $" $k !#

42 Bh 8 >O 30 A^ K! $b $A $m $s !" $3 $l $G K\ Ev $N ?? $N CM $, 5a $^ $k $o $1 $G $O $J $$ !# $H $$ $& $N $O !" $$ $& $^ $G $b $J $/ >e $N 8m :9 $, C h 2 $H $$ $& 7A $G =q $1 $k $H $$ $& 2> Dj $, 87 L) $K $O @5 $7 $/ $J $$ $+ $i $G $" $k !# $3 $l $O 8m :9 $N <g MW 9‘ $G $" $k $K 2a $. $J $$ $N $G !" $3 $N 9‘ $r >C $; $P <! $N 9‘ $, =P $F $/ $k !# 6q BN E* $K <! $N 9‘ $r 9M $( $F $_ $k $H !" S ( h 1 ) = S + C 2 h 2 1 + C 4 h 4 1 S ( h 2 ) = S + C 2 h 2 2 + C 4 h 4 2 (8.4) $H =q $1 $k $H $9 $l $P !" $3 $l $+ $i 5a $a $? !V ?? $N CM !W $O S 0 = S � C 4 h 2 1 h 2 2 (8.5) $H $J $C $F !" 7k 6I 4 <! $K $7 $+ $J $C $F $$ $J $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# $J $* !" $3 $3 $G 2 <! $N 9‘ $N <! $, 3 <! $G $O $J $/ $F 4 <! $K $J $k $H $7 $? $, !" $3 $l $O Bf 7A 8x <0 $G $b Cf E@ 8x <0 $G $b $J $j $? $D FC JL $J @- <A $G $" $k !# $5 $F !" $3 $& $J $k $H !" <! $O C 4 $N 9‘ $b >C $; $J $$ $+ $H $$ $& M_ $, =P $F $/ $k $G $" $m $& !# <B $O $= $& $$ $& $3 $H $b =P Mh $k $o $1 $G !" $= $N $? $a $K $O h 1 $H h 2 $N 2 8D $G $O $J $/ !" $5 $i $K $b $& 0l $D JL $N 9o $_ I} $G @Q J, $7 $F $d $l $P $$ $$ !# $= $& $9 $k $H !" S ( h 1 ) = S + C 2 h 2 1 + C 4 h 4 1 S ( h 2 ) = S + C 2 h 2 2 + C 4 h 4 2 S ( h 3 ) = S + C 2 h 2 3 + C 4 h 4 3 (8.6) $H 6a ;w $7 $F !" C 1 $H C 2 $N N> J} $r 7h $a $? >e $G S $N 9b @: EY $N ?d Dj CM $r :n $k $3 $H $, =P Mh $k !# $3 $l $O !" 7k 6I S(h) $r h 2 $N 4X ?t $H $7 $F 2 <! B? 9‘ <0 6a ;w $7 $F $$ $k $3 $H $K $J $k !# 8.2 B? 9‘ <0 6a ;w $N 0l HL O@ $3 $3 $G $d $k $N $O !" 7k 6I A0 2s $d $C $? @~ 7A B? CJ 3, K! $N >l 9g $H F1 MM $K !" B? 9‘ <0 Jd 4V $r :n $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $, !" @~ 7A B? CJ 3, K! $N >l 9g $H $O 0c $C $F !" Jd 4V B? 9‘ <0 $r $b $& 0l EY @Q J, $9 $k $H $+ $= $& $$ $& I, MW $O $J $$ !#

8.3. %m %s %P !< %0 2C B. 43 $3 $N ;~ $O !" FC JL $J 7W ;; K! !J %M %t %# %f $N %" %k %4 %j %: %‘ !K $H $7 $F CN $i $l $k J} K! $r ;H $& $3 $H $, =P Mh $k !# $^ $: !" 0l HL E* $J >l 9g $K $D $$ $F %M %t %# %f $N %" %k %4 %j %: %‘ $r <( $7 $F $* $/ !# I8 K\ E@ x 0 ; x 1 ; � � � x n ( $? $@ $7 !" $3 $l $i $O 9_ =g $^ $? $O >: =g $K $J $i $s $G $$ $k I, MW $, $" $k ) $G $N Jd 4V $7 $? $$ 4X ?t f $N CM $r f 0 ; f 1 ; � � � f n $H $9 $k ;~ !" T i;j $r 0J 2< $N $h $& $K Dj 5A $9 $k T i; 0 = f i (0 � i � n ) (8.7) T i;j = ( x � x i � j ) T i;j � 1 � ( x � x i ) T i � 1 ;j � 1 x i � x i � j (8.8) $9 $k $H !" 0l HL $K T k ;k $H $$ $& $N $, !" E@ x 1 $+ $i x k $^ $G $r ;H $C $? k <! Jd 4V B? 9‘ <0 $N x $G $N CM $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# FC $K !" T n;n $O A4 It $N E@ $r $D $+ $C $? !" $b $C $H $b @: EY $, 9b $$ $3 $H $, 4| BT $5 $l $k 6a ;w CM $K $J $k !# FC $K !" x = 0 $N $H $3 $m $G $N CM $r 5a $a $k $J $i !" >e $N <0 $G x = 0 $H $9 $l $P $$ $$ $+ $i !" T i;j = � x i � j T i;j � 1 � x i T i � 1 ;j � 1 x i � x i � j = T i;j � 1 + T i;j � 1 � T i � 1 ;j � 1 x i � j =x i � 1 (8.9) $H $$ $& 7A $K $J $k !# 7k 6I !" I= $K <( $9 $h $& $K !" :8 $H :8 >e $N CM $+ $i <! $N $r 7W ;; $G $- $k $3 $H $K $J $k !# x 0 T 0 ; 0 = f 0 x 1 T 0 ; 1 = f 1 T 1 ; 1 x 2 T 0 ; 2 = f 2 T 1 ; 2 T 2 ; 2 x 3 T 0 ; 3 = f 3 T 1 ; 3 T 2 ; 3 T 3 ; 3 ... ... ... ... ... ... $3 $N $d $j $+ $? $G :n $C $? Jd 4V CM $, !" n <! $^ $G @5 $7 $$ $H $$ $& $3 $H $O A0 2s $H F1 MM $K >Z L@ $G $- $k !# $3 $N J} K! $r ;H $( $P !" G$ 0U $N I8 K\ E@ ?t $r $D $+ $C $F $$ $/ $i $G $b 9b <! $N Jd 4V B? 9‘ <0 $r $D $/ $j !" $$ $/ $i $G $b 9b @: EY $N 6a ;w CM $r $( $k $3 $H $, $G $- $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $N $h $& $J !" %Q %i %a !< %? h $N $$ $/ $D $+ $N CM $G 6a ;w CM $r 5a $a !" $= $N Jd 4V B? 9‘ <0 $+ $i h = 0 $G $N CM $r ?d B, $9 $k J} K! $N $3 $H $r 0l HL $K %j %A %c !< %I %= %s $N Jd 30 $H $$ $& !# $J $* !" ?t CM @Q J, $N OC $H $7 $F 9M $( $k $H !" @Q J, S $, S ( h ) = S + a 1 h + a 2 h 2 + ::: (8.10) $H $$ $& $h $& $K 4q ?t <! $b $" $k $h $& $J E8 3+ $r $b $D $J $i $P !" Jd 4V B? 9‘ <0 $O n <! $K $7 $+ $J $i $J $$ $, !" Bf 7A 8x <0 $N $h $& $K 6v ?t <! $7 $+ ;} $? $J $$ >l 9g $K $O h 2 $N B? 9‘ <0 $H $7 $F 6a ;w CM $r :n $k $3 $H $, $G $- $k !# $3 $N ;~ $O <! ?t $, 2 n <! $K $J $k $3 $H $K Cm 0U $7 $F M_ $7 $$ !# 8.3 %m %s %P !< %0 2C B. ?t CM @Q J, $N >l 9g $K $b $C $H $b Ia DL $K ;H $o $l $k $N $O !" Bf 7A 8x <0 $H %j %A %c !< %I %= %s Jd 30 $N AH 9g $o $; $G $" $j !" $3 $l $K $O %m %s %P !< %0 @Q J, K! $H $$ $& FC JL $J L> A0 $, $D $$ $F $$ $k !# %m %s %P !< %0 K! $N >l 9g !" h $r H> J, $K $7 $F

44 Bh 8 >O 30 A^ K! $$ $/ !# $3 $l $O !" Bf 7A 8x <0 $G $O h $r H> J, $K $7 $? ;~ $K !" 85 $N h $G 7W ;; $7 $? CM $O $= $N $^ $^ ;H $( $k $N $G !" 7W ;; NL $, F@ $K $J $k $+ $i $G $" $k !# 7k 6I !" Ia DL $N Bf 7A 8x <0 $H F1 $8 7W ;; NL $G $O $k $+ $K 9b $$ 7W ;; @: EY $, C# @. $G $- $k $3 $H $K $J $k !# 8.4 %0 %i %C %0 K! %j %A %c !< %I %= %s Jd 30 $N 9M $( $r >o Hy J, J} Dx <0 $K E, MQ $7 $h $& $H $$ $& $N $, %0 %i %C %0 K! $G $" $k !# 0J 2< $N $3 $H $K Cm 0U $7 $? $$ !’ � Bf 7A 8x <0 $O 1" E* 8x <0 $K $J $C $F $7 $^ $& $N $G !" $" $^ $j ;H $$ $? $/ $J $$ � ?t CM @Q J, $N >l 9g $H 0c $C $F !" 9o $_ $r H> J, $K $7 $F $b A0 $N CM $O ;H $( $J $$ $3 $l $i $N Ld Bj $N $? $a $K !" >o Hy J, J} Dx <0 $K BP $7 $F Jd 30 K! $, ;H $( $k $H $$ $& $3 $H $, =i $a $F <( $5 $l $? $N $O 1965 G/ $H Hf 3S E* :G 6a $N $3 $H $G $" $k !# !J @~ 7A B? CJ 3, K! $d %k %s %2 !& %/ %C %? K! $O A0 @$ 5* $+ $i ;H $o $l $F $$ $k !K M[ E* $J 8x <0 $G !" 8m :9 $K 4q ?t <! $N 9‘ $, $J $$ $b $N $r 9= @. $G $- $k $+ $H $$ $& $H !" $3 $l $O <B $O 2D G= $G $" $k $H $$ $& $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k !# $b $C $H $b Ia DL $K ;H $o $l $k $N $O !" M[ E* Cf E@ 8x <0 $H 8F $P $l $k 0J 2< $N 8x <0 $G $" $k !# x i +1 = x i � 1 + 2 hf ( x i ; t i ) (8.11) $3 $l $O !" A0 2s =R $Y $? @~ 7A B? CJ 3, K! $N 0l $D $G $" $k !# $3 $l $H !" A0 ?J %* %$ %i !< K! $K $h $k =P H/ 8x <0 x 1 = x 0 + hf ( x 0 ; t 0 ) (8.12) $r AH $_ 9g $o $; $? $b $N $O !J %9 %F %C %W ?t $, 6v ?t $J $i !K !K !" h 2 $K $h $k A2 6a E8 3+ $r $b $D $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k !# => $C $F !" $3 $N AH 9g $; $r ;H $& $H !" %j %A %c !< %I %= %s Jd 30 $K $h $C $F D6 9b @: EY $N @Q J, 8x <0 $r :n $l $k !# $3 $l $r DL >o %0 %i %C %0 K! $H 8F $V !# 8.5 $$ $/ $D $+ $N OC Bj Jd 30 K! $O $^ $@ Hf 3S E* ?7 $7 $$ J} K! $G $" $j !" M} O@ E* $K NI $/ $o $+ $C $F $$ $J $$ $3 $H $b B? !9 $" $k !# $3 $3 $G $O !" $= $N $$ $/ $D $+ $N Ld Bj E@ $K $D $$ $F 4J C1 $K ?( $l $k !# 8.5.1 ?6 F0 $H J? 3j 2= <! =5 0J 9_ $N OC Bj $N @h <h $j $K $J $k $, !" M[ E* Cf E@ 8x <0 $O 0B Dj $G $O $J $$ $H $$ $& $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k !# $3 $3 $G !" 0B Dj $G $O $J $$ $H $O !" 0B Dj $J @~ 7A >o Hy J, J} Dx <0 $K E, MQ $7 $? ;~ $K !" ?t CM 2r $, 0 $K $$ $+ $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N $3 $H $, Ld Bj $+ $I $& $+ $O $O $C $- $j $7 $F $$ $J $$ $, !" M} O@ E* $K $O $= $& $$ $& Ld Bj $r 2! $( $k $O $: $G $" $k J} K! $H $$ $& $b $N $, CN $i $l $F $$ $k !#

8.6. ;~ 4V 9o $_ $N $H $j $+ $? 45 8.5.2 M- M} <0 Jd 30 $3 $l $^ $G !" Jd 4V $K $O $$ $D $G $b B? 9‘ <0 $r ;H $C $F $- $? $, !" $3 $l $O $b $A $m $s $b $H $N 4X ?t $, $h $$ @- <A !J 6a $/ $K FC 0[ E@ $, $J $$ $3 $H !K $r ;} $C $F $$ $k $3 $H $r I, MW $H $9 $k !# $3 $l $K BP $7 !" M- M} 4X ?t Jd 4V $r $9 $l $P !" 6a $/ $K FC 0[ E@ $, $" $C $F $b $& $^ $/ $$ $/ !J $+ $b $7 $l $J $$ !K !# $H $$ $& $o $1 $G !" M- M} 4X ?t $G 6a ;w $9 $l $P $$ $$ $3 $H $, $" $k $N $G $O $J $$ $+ $H $$ $& OC $K $J $k !# M- M} 4X ?t $H $J $k $H 0l 0U $K $O 7h $^ $i $J $$ $, !" DL >o $O J, ;R $H J, Jl $, Ey $7 $$ <! ?t $K $J $k $h $& $K :n $k !# Jd 30 K! $K $3 $l $r $D $+ $C $? $b $N $r Bulirsc h-Sto er K! $H 8F $S !" %i %$ %V %i %j $J $I $G $O $3 $l $, <B Au $5 $l $? $b $N $, B? $$ !# $, !" %0 %i %C %0 K! $K Hf $Y $F 05 E] E* $K $$ $$ $+ $H $$ $& $H !" $= $& $G $b $J $$ $h $& $G $" $k !# 8.6 ;~ 4V 9o $_ $N $H $j $+ $? $3 $3 $G ;~ 4V 9o $_ $H $$ $& $H !" 2 $D $N 0U L# $, $" $k !# $D $^ $j !" =i 4| CM Ld Bj $r 2r $/ ;~ $K !" DL >o $O Hf 3S E* >. $5 $J 6h 4V !J $3 $l $r H $H $9 $k !K $K A4 BN $r J, $1 $F !" $3 $N H $K BP $7 $F Jd 30 K! $r ;H $& !# $3 $l $O !" H $r L5 @) 8B $K Bg $- $/ $H $k $H $$ $m $$ $m Hy L/ $J Ld Bj $, 5/ $- $k $+ $i $G $" $k !# $3 $N H $r 7h $a $? $H $7 $F $b !" $5 $i $K !" $= $N $J $+ $G h !J $N Ns !K $r $I $& $H $k $+ $H $$ $& Ld Bj $, $" $k !# DL >o $O !" h i $N $H $j J} $r E, Ev $K 7h $a $k !J Nc $( $P !" 1 = 2 $K $7 $F $$ $/ !" $" $k $$ $O Bg BN 1 = 1 : 5 Dx EY $K $7 $F $$ $/ Ey !K !# $G !" 8m :9 $r 8+ $J $, $i H $N $[ $& $r JQ $( $k !# 8m :9 ?d Dj $K $O !" Nc $( $P !" :G =* E* $J Jd 30 $N CM $H !" 0l $D E@ $, >/ $J $$ $b $N $H $N :9 $r ;H $& $N $, <B MQ E* $G $" $k !#

47 Bh 9 >O Hy J, J} Dx <0 $H ?t CM 2r $N 0B Dj @- :# F| $O !" !V 0B Dj @- !W $K $D $$ $F 9M $( $k !# ?t CM 2r $K $D $$ $F 9M $( $k $^ $( $K !" $^ $: Hy J, J} Dx <0 $N 0B Dj @- $K $D $$ $F 9M $( $F $* $3 $& !# $H $$ $& $N $O !" 85 $N Hy J, J} Dx <0 $, 0B Dj $G $J $1 $l $P !" ?t CM 2r $, 0B Dj $H $+ IT 0B Dj $H $+ $$ $C $F $b $J $K $, IT 0B Dj $J $N $+ NI $/ $o $+ $i $J $$ $+ $i $G $" $k !# 9M $( $k Hy J, J} Dx <0 $O $H $j $" $( $: 0l HL E* $J 7A d y dx = f ( x; y ) (9.1) $H $7 $F $* $/ !# !J $3 $l $^ $G !" ;~ 4V H/ E8 $H $$ $& $3 $H $G FH N) JQ ?t $K t $r ;H $C $F $$ $? $, !" $A $g $C $H I= 5- $, :. Mp $7 $F $$ $k $H $3 $m $b $" $k $N $G $3 $3 $+ $i $O FH N) JQ ?t $r x , => B0 JQ ?t $r y $H $9 $k !# !K 9.1 Dj >o 2r $N 6I =j E* 0B Dj @- $5 $F !" 0B Dj @- $H $$ $& $b $N $r Dj 5A $7 $J $$ $H $$ $1 $J $$ !# $= $N $? $a $K !" $^ $: !" !V Dj >o 2r $N 0B Dj @- !W $H $$ $& $b $N $r 9M $( $k $3 $H $K $9 $k !# Dj >o 2r $H $O !" MW $9 $k $K $" $k y 0 $H $$ $& $b $N $, $" $C $F !" f ( x; y 0 ) = 0 (9.2) $r K~ $? $9 $b $N $N $3 $H $G $" $k !# $^ $" !" x $, Hy J, J} Dx <0 $N 1& JU $K F~ $C $F $$ $k $H !" FC JL $J >r 7o $N 2< $G $J $1 $l $P Dj >o 2r $O $J $$ $N $G !" 0J 2< d y dx = f ( y ) (9.3) $N 7A !" $D $^ $j 1& JU $K x $, F~ $i $J $$ $b $N $r 9M $( $k !# $3 $l $r <+ N’ 7? $H $$ $& !# $3 $N ;~ $O $b $A $m $s Dj >o 2r $N K~ $? $9 J} Dx <0 $O f ( y 0 ) = 0 (9.4) $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $5 $F !" $3 $N 2r $, 6I =j E* $K 0B Dj $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $O !" 0J 2< $N $h $& $J 0U L# $G $" $k $H 9M $( $i $l $k $G $" $m $& !# !V $J $s $i $+ $N M} M3 !J 30 Mp $H $+ !K $G !" Dj >o 2r $+ $i >/ $7 N% $l $? $H $3 $m $K 2r $, $$ $C $? ;~ $K !" $b $H $N 2r $K $b $I $k !W $H $$ $& $3 $H $r $5 $7 $F 0B Dj $G $" $k $H $$ $& !# $A $g $C $H ?^ $K Nc $r <( $7 $F $_ $h $& !# :8 $N ?^ $N $h $& $K !" @9 $j >e $, $C $? $H $3 $m $N 0l HV >e $K %\ !< %k $+ $J $K $+ $r $* $$ $? $i !" $T $C $? $j D: >e $K $* $1 $P $= $l $O ;_ $^ $C $F $$ $k !# $D $^ $j !" D: >e $O Dj >o 2r $G $" $k !# $7 $+ $7 !" $9 $3 $7 $G $b D: >e !" $9 $J $o $A Dj >o 2r $+ $i $: $l $? $i $= $N $^ $^ $3 $m $2 $* $A $F $7 $^ $& !# $3 $l $O IT 0B Dj $J Dj >o 2r $H $$ $& $3 $H $K $J $m $& !# $3 $l $K $? $$ $7 !" 1& $N ?^ $N $h $& $K C+ Dl $J $i $P !" $9 $3 $7 $: $l $? $i $b $H $N $H $3 $m $N La $m $& $H $9 $k !# $5 $i $K !" K‘ ;$ $d 6u 5$ Dq 93 $, $" $k $+ $i !" $= $N $& $A $K $b $H $N $H $3 $m $K ;_ $^ $k !# $3 $l $O 0B Dj 2r $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# 2> $K !" 87 L) $K ?e J? $J LL $, 9- $, $C $F $$ $? $H $9 $l $P !" >/ $7 F0 $+ $9 $H F0 $+ $7 $? $H $3 $m $G $= $N $^ $^ ;_ $^ $C $F $$ $k $3 $H $K $J $k $G $" $m $& !# $3 $l $O Cf N) 0B Dj >u BV $H $$ $& $3 $H $K $J $k !#

48 Bh 9 >O Hy J, J} Dx <0 $H ?t CM 2r $N 0B Dj @- >e $N @b L@ $O D> 4Q E* $G $O $" $k $, !" $A $g $C $H 2x $7 $$ $H $3 $m $, $" $k !# $3 $N >l 9g $I $s $J J} Dx <0 $r 9M $( $F $$ $k $N $G $" $m $& $+ !) Nc $( $P 0J 2< $N $h $& $J J} Dx <0 $H $$ $& $3 $H $K $J $m $& !’ d 2 y dx 2 = f ( y ) � � dy dx (9.5) $3 $3 $G !" f ( y ) $O CO LL $+ $i $N NO $G $" $j !" Bh Fs 9‘ $O Dq 93 $K $h $k NO $G $" $k !# Dq 93 $O B. EY $K Hf Nc $9 $k $H $$ $& $3 $H $K $7 $F $* $/ !# $3 $l $O y $H dy =dx $N 2 JQ ?t $N J} Dx <0 $G $" $k !# $5 $F !" $3 $l $N Dj >o 2r !J $3 $N >l 9g J? 9U 2r $H $$ $& 8@ MU $r $D $+ $& $3 $H $N $[ $& $, B? $$ !K $N 2s $j $G !" 2r $, $I $& ?6 Iq $& $+ $r D4 $Y $F $_ $k $3 $H $K $9 $k !# J? 9U 2r $O y = y 0 y 0 = 0 (9.6) $G $" $k !# :# !" Y 0 = y � y 0 (9.7) Y 1 = y 0 (9.8) $H $* $$ $F 85 $N Hy J, J} Dx <0 $r =q $- D> $9 !# $3 $N ;~ !" f $, f ( y 0 + Y 0 ) = k Y 0 + O ( Y 2 0 ) (9.9) $H 6a ;w =P Mh $k $3 $H $K Cm 0U $9 $k $H !" d Y 0 dx = Y 1 ; d Y 1 dx = k Y 0 � �Y 1 (9.10) $" $k $$ $O !" 9T Ns 7A <0 $J $i � Y 0 0 Y 0 1 � = � 0 1 k � � � � Y 0 Y 1 � (9.11) $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $l $O $b $A $m $s 0J 2< $N 7A $N 2r $r ;} $D Y = C 0 Y 0 exp � 0 + C 1 Y 1 exp � 1 (9.12) $3 $3 $G !" � 0 $H � 0 $O 9T Ns A $N 8G M- CM $G $" $k !J :# !" =L B‘ $7 $F $$ $k >l 9g $H $+ $O $A $g $C $H CV $$ $F $* $/ !# <0 $O FC JL $K $J $k $, ?6 Iq $$ $O $? $$ $7 $F JQ $o $i $J $$ !K !# 8G M- J} Dx <0 $O � 2 + � � k = 0 (9.13) $N 7A $r $H $k !# $3 $3 $G !" � > 0 $H $7 $F $* $/ !J Dq 93 $, B. EY $H 5U J} 8~ $K F/ $/ !K $H $9 $l $P !" k $N CM $K $h $C $F 2r $N ?6 Iq $$ $O 5 $D $N NN 0h $K J, $+ $l $k !# � k > 0 $N ;~ !’ 8G M- CM $O $I $A $i $b <B ?t $G $" $j !" JR J} $O @5 $G $b $& JR J} $O Ii $G $" $k !# :G =* E* $K $O @5 $N 8G M- CM $N $[ $& $, 8z $$ $F !" J? 9U E@ $+ $i 1s $6 $+ $C $F $$ $/

9.2. FC JL $J >l 9g | ;6 0o $N $J $$ 7O 49 � k = 0 $N ;~ !# 8G M- CM $N 0l $D $, 0 !" $b $& 0l $D $, Ii $G $" $k !# 0 $K BP 1~ $9 $k 8G M- 2r $O Dj ?t $G $" $k !# $b $& 0l J} $O 8: ?j $9 $k !# � 0 > k > k c = � � 2 = 4 $N ;~ !# 8G M- CM $O $I $A $i $b Ii $N <B ?t $G $" $k !# x ! 1 $G Y ! 0 $, G$ 0U $N =i 4| >r 7o $K $D $$ $F $J $j N) $D !# $D $^ $j 0B Dj $G $" $k !# � k = k c $N $H $- !# 8G M- CM $, =L B‘ $7 !" 2r $, ( C 1 + C 2 x ) exp �x $N 7A $K $J $k !# 0B Dj !# � k < k c $N $H $- !# 8G M- CM $O J# AG ?t $@ $, !" <B It $O Ii !# 0B Dj !# 8G M- CM $, <B ?t $+ J# AG ?t $+ $N 0c $$ $O !" 2r $, ?6 F0 E* $K $J $k $+ $I $& $+ $G $" $k !# 0l HL $N Hy J, J} Dx <0 $G $b !" Dj >o 2r $, $" $l $P $= $N 2s $j $G @~ 7A 2= $9 $k $3 $H $G F1 MM $J 5D O@ $, $G $- $k $3 $H $K $J $k !# 0B Dj $G $" $k $H $$ $& $3 $H $N >r 7o $O !" A4 $F $N 8G M- CM $N <B It $, Ii $G $" $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $J $* !" G0 $N $? $a Cm 0U $7 $F $* $/ $, !" 0l HL $N >l 9g $K $O !" J# AG 8G M- CM $G <B It $, @5 $H $$ $& $P $" $$ $b $" $j $( $k !# >e $N Nc $G $O $= $l $, 5/ $- $J $+ $C $? $N $O !" � > 0 $H $$ $& >r 7o $r $D $1 $? $+ $i $G $" $k !# $3 $l $r 30 $9 !J Ii @- Dq 93 !K $H !" k < 0 $N ;~ $K ?6 F0 $7 $J $, $i J? 9U CM $+ $i 1s $6 $+ $C $F $$ $/ 2r $, 8= $l $k !J ?6 F0 E* H/ ;6 !K !# 9.2 FC JL $J >l 9g | ;6 0o $N $J $$ 7O $5 $F !" >e $N J} Dx <0 $G � = 0 $H $7 $? $b $N $r 9M $( $k $H !" $3 $l $O k < 0 $G 8G M- CM $, =c 5u ?t $K $J $k !J k � 0 $J $i Hs Ii $N <B ?t !K 8G M- CM $, =c 5u ?t $N ;~ $K $O 2r $O ?6 I} 0l Dj $N C1 ?6 F0 $K $J $j !" =i 4| $K M? $( $? @] F0 $, $= $N $^ $^ ;D $k !# $3 $N $h $& $J 7O $O 0B Dj J? 9U E@ $r ;} $? $J $$ $, !" <B MQ >e $O FC JL $K =E MW $G $" $k !# $H $$ $& $N $O !" M} A[ 2= $5 $l $? 8E E5 NO 3X 7O !J %O %_ %k %H %s 7O !K $O $9 $Y $F $3 $N $h $& $J !" 0B Dj J? 9U E@ $r ;} $? $J $$ 7O $G $" $k $+ $i $G $" $k !# $3 $N >l 9g $K $O 0B Dj @- $N 0U L# $, JQ $o $k !# $3 $l $K $D $$ $F $O 8e $G 07 $& $3 $H $K $7 $? $$ !# 9.3 Hs @~ 7A NN 0h $G $N 2r %O %_ %k %H %s 7O $K $D $$ $F $O JL $K 07 $& $H $7 $F !" 0B Dj J? 9U E@ $r ;} $? $J $$ $h $& $J Hs @~ 7A $N O" N) >o Hy J, J} Dx <0 7O $O $I $N $h $& $K ?6 Iq $& $N $G $" $m $& $+ !) Hs >o $K Bg ;( GD $K $$ $& $H !" 2 $D $N %1 !< %9 $K J, $+ $l $k !# 9.3.1 6K 8B <~ 4| 50 F; $r ;} $D >l 9g v an der Pol J} Dx <0 $J $I $, NI $$ Nc $G $" $m $& !# J? 9U E@ $O $" $j !" 6I =j E* $K $O IT 0B Dj $G $" $k !# $, !" $3 $l $O 6I =j E* $K Ii @- Dq 93 $, $" $k $3 $H $K $h $C $F $$ $F !" Bg 0h E* $K $O Dq 93 $O @5 $K $J $C $F $$ $k !# => $C $F !" J? 9U E@ $N 6a $/ $G $O 2s $j $J $, $i 1s $6 $+ $j !" 1s $/ $G $O 2s $k $N $O F1 $8 $@ $, 5U $K J? 9U E@ $K 6a IU $/ !# $I $3 $+ ES Cf $K !" $= $l 0J >e J? 9U E@ $+ $i 1s $6 $+ $j $b 6a IU $- $b $7 $J $$ 6K 8B 2r !J 6K 8B <~ 4| 50 F; !" limit cycle !K $, $" $j !" $9 $Y $F $N 2r $, $$ $D $+ $O $= $3 $K $$ $/ !# B? JQ ?t $N >l 9g $K $O 2 =E <~ 4| $H $+ $G C1 =c $J 0l K\ $N 50 F; $G $O $J $$ $, !" $H $K $+ $/ 2D G= $J 0L Aj 6u 4V $N !" <! 85 $, 2< $, $C $? It J, 6u 4V $N $J $+ $@ $1 $r 1? F0 $9 $k !#

50 Bh 9 >O Hy J, J} Dx <0 $H ?t CM 2r $N 0B Dj @- 9.3.2 %+ %* %9 E* $J >l 9g 3 JQ ?t 0J >e $N >l 9g $G $J $$ $H 5/ $3 $i $J $$ $, !" >e $N $h $& $J %j %_ %C %H %5 %$ %/ %k $r ;} $? $: !" $J $s $@ $+ $h $/ $o $+ $i $J $$ F0 $- $r $9 $k !# 2r $, F0 $/ 6u 4V $N <! 85 $, $b $H $N 2D G= $J HO 0O $K Hf $Y $F 2< $, $i $J $$ !J $, !" %( %k %4 !< %I E* $K $J $k $H $O 8B $i $J $$ !K !# 9.3.3 %j %d %W %N %U ;X ?t Hs @~ 7A J} Dx <0 $N >l 9g !" >e $N $h $& $J <~ 4| 50 F; $K $D $$ $F $= $l $, 0B Dj $+ $I $& $+ $H $$ $& $3 $H $r Ld Bj $K $9 $k $3 $H $, $G $- $k !# $D $^ $j !" >/ $7 50 F; $+ $i $= $i $7 $F $d $C $F !" $@ $s $@ $s $b $H $N 50 F; $K $b $I $l $P 0B Dj !" $O $J $l $F $$ $1 $P IT 0B Dj $H $$ $& $3 $H $K $J $k $N $G $" $k !# $3 $l $O %j %d %W %N %U ;X ?t $H $$ $& $b $N $r 9M $( $k $3 $H $G H= Dj $G $- $k !# $3 $l $K $D $$ $F $O >\ $7 $/ $O ?( $l $J $$ $, !" MW $9 $k $K 50 F; $K $= $C $F @~ 7A 2= $7 $F !" $= $N 2r $N 8G M- CM $r D4 $Y $k $H $$ $& $3 $H $K Aj Ev $9 $k !# 7O $, %+ %* %9 E* $K $J $k $? $a $K $O :G Bg %j %d %W %N %U ;X ?t $, @5 $G $" $k I, MW $, $" $k !# $3 $l $, == J, >r 7o $+ $I $& $+ $O $o $+ $C $F $$ $J $$ !#

51 Bh 10 >O ?t CM 2r $N 0B Dj @- $3 $l $+ $i ?t CM 2r $N 0B Dj @- $H $$ $& $b $N $r 9M $( $k !# $b $H $N 2r $, Dj >o 2r $r ;} $F $P !" ?t CM 2r $N 0B Dj @- $H $$ $& $N $O MW $9 $k $K $= $N Dj >o 2r $, $d $O $j 0B Dj $G $" $k !" $D $^ $j $= $3 $+ $i >/ $7 N% $l $? $H $3 $m $+ $i =P H/ $9 $k $H !" I, $: $= $N Dj >o 2r $K $$ $/ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 6K 8B <~ 4| 50 F; $r ;} $D >l 9g $K $b 0B Dj @- $N 35 G0 $r 3H D% $9 $k $3 $H $, $G $- $k !# $, !" $3 $l $K $D $$ $F $O $" $^ $j >\ $7 $/ $O $3 $3 $G $O 07 $o $J $$ !# $H $j $" $( $: !" $b $H $N J} Dx <0 $, @~ 7A $G 0B Dj $J Dj >o 2r $r ;} $D >l 9g $K !" ?t CM 2r $N 0B Dj @- $H $O $I $& $$ $& $3 $H $+ $r 9M $( $F $$ $3 $& !# 10.1 M[ E* %* %$ %i !< K! $N 0B Dj @- 0l JQ ?t @~ 7A >o Hy J, J} Dx <0 y 0 = �y ( � < 0) (10.1) $r !" A0 ?J !J M[ E* !K %* %$ %i !< K! y i +1 = y i + hy 0 j y = y i (10.2) $G @Q J, $9 $k >l 9g $r 9M $( $F $_ $k !# $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" y i +1 = y i (1 + h� ) (10.3) $+ $i !" y n = y 0 (1 + h� ) n (10.4) $H $J $k !# 0B Dj $G $" $k $H $O n ! 1 $G y n ! 0 $H $J $k $3 $H $G $" $k $+ $i !" $= $N >r 7o $O j 1 + h� j < 1 (10.5) $D $^ $j h < � 2 � (10.6) $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $9 $3 $7 9M $( $F $_ $k $H $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" h� < � 1 $N ?t CM 2r $O 2r $H $7 $F $O $‘ $A $c $/ $A $c $J $b $N $G $" $k $, !" $^ $" !" $= $l $G $b 0B Dj $G $O $" $k !# $5 $F !" B? JQ ?t $N >l 9g $O $I $& $J $k $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $k $H !" 7k 6I !" @~ 7A $N >l 9g $O BP 3Q 2= $7 $F $7 $^ $( $P 0l JQ ?t $N >l 9g $H A4 $/ F1 $8 $G !" 3F JQ ?t $, 0B Dj $G $" $l $P $$ $$ !# $? $@ $7 !" >/ $7 0c $& $N $O !" J# AG ?t $N 8G M- CM $, H/ @8 $9 $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N $? $a $K !" 0B Dj @- >r 7o $, <0 (10.5) $+ $i 4J C1 $K $J $i $J $$ !# $= $3 $G !" DL >o !" � h = h� $H $* $$ $F $3 $l $, $I $& $$ $& HO 0O $G $" $l $P 0B Dj $+ $H $$ $& 5D O@ $r $9 $k !# 0l JQ ?t !J <B 8G M- CM !K $N >l 9g $K $O !" 0B Dj $G $" $k $N $O � h $, 3+ 6h 4V ( � 2 ; 0) $K $" $k >l 9g $G $" $k !# J# AG ?t $N 8G M- CM $N $H $- $O !" J# AG J? LL >e $G 9M $( $k $H !" � h $, Cf ?4 ( � 1 ; 0) !" H> 7B 1 $N 1_ $N Fb It $G 0B Dj $H $$ $& $3 $H $K $J

52 Bh 10 >O ?t CM 2r $N 0B Dj @- $k !# $J $* !" >e $N $h $& $J !" 85 $N J} Dx <0 $K 0B Dj 2r $, $" $k ;~ $K ?t CM 2r $, $= $3 $K $$ $/ $H $$ $& @- <A $r !" FC $K !V @d BP 0B Dj @- !W $H $$ $& $3 $H $, $" $j !" � h $N J# AG J? LL >e $G @d BP 0B Dj $G $" $k NN 0h $N $3 $H $r @d BP 0B Dj NN 0h $H $$ $& !# A0 ?J %* %$ %i !< K! $N @d BP 0B Dj NN 0h $O $" $^ $j 9- $/ $J $$ !# $, !" $= $l $, Ld Bj $K $J $i $J $$ $h $& $J >l 9g $b 7k 9= B? $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k $G $" $m $& !# Ia DL $O h $O j h� j << 1 $H $J $k $h $& $K $H $k !# $3 $N ;~ $O !" IT 0B Dj $K $J $k $N $O 8G M- CM $N 5u It $, <B It $K Hf $Y $F Bg $- $$ >l 9g $K 8B $i $l $k !# 10.2 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N 0B Dj @- 8e B‘ !J 1" E* !K %* %$ %i !< K! y i +1 = y i + hy 0 j y = y i +1 (10.7) $G @Q J, $9 $k >l 9g $r 9M $( $F $_ $k !# $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" y i +1 = y i 1 1 � h� (10.8) $+ $i !" y n = y 0 (1 � h� ) � n (10.9) $H $J $k !# � < 0 ; h > 0 $J $N $G j 1 � h� j > 1 $G $" $j !" 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N @d BP 0B Dj NN 0h $O :8 H> J? LL A4 BN $G $" $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# 8@ $$ BX $( $l $P !" 8e B‘ %* %$ %i !< K! $O ?t CM IT 0B Dj $r 5/ $3 $9 $3 $H $O $J $$ !# $3 $l $O !" A0 ?J %* %$ %i !< K! $K Hf $Y $? 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N L\ 3P $7 $$ FC D’ $G $" $k !# 10.3 @~ 7A B? CJ 3, K! $N 0B Dj @- $K 4X $9 $k 0l HL O@ 0l HL $K @~ 7A B? CJ 3, K! $K $D $$ $F $O %* %$ %i !< K! $H F1 MM $J 07 $$ $, $G $- $k !# $D $^ $j !" ;H $& 8x <0 $r 7h $a $? $i !" $= $l $G 0l JQ ?t @~ 7A $N J} Dx <0 $r 2r $$ $F 8+ $k !# $9 $k $H !" $= $l $, 0l HL $K y n = � n $N 7A $r $H $k !# � $O !" 0B Dj @- B? 9‘ <0 $H 8F $P $l $k !" MW $9 $k $K y i $r � i $G CV $- 49 $( $F $G $- $k Be ?t J} Dx <0 $N :, $G $" $k !# $3 $N $H $- !" @d BP 0B Dj $G $" $k >r 7o $O !" $9 $Y $F $N � $N @d BP CM $, 1 $h $j >. $5 $$ $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# Nc $( $P !" A0 2s $N Jd 30 K! $N $H $3 $m $G =P $F $- $? Cf E@ 8x <0 y i +2 = y i + 2 hf ( x i +1 ; y i +1 ) (10.10) $r 9M $( $F $_ $h $& !# 0B Dj @- B? 9‘ <0 $O � 2 � 2 � h� � 1 (10.11) $H $J $j !" <B 2r $, 2 $D $" $k !# $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" � h 6 = 0 $J $i $P I, $: 2r $N 0l $D $O @d BP CM $, 1 $h $j Bg $- $$ $N $G !" Cf E@ 8x <0 $K $O @d BP 0B Dj NN 0h $, $J $$ !" 8@ $$ BX $( $l $P $+ $J $i $: IT 0B Dj $G $" $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# $3 $l $K $? $$ $7 !" %" %@ %‘ %9 K! $O $A $c $s $H @d BP 0B Dj NN 0h $r ;} $D !# C" $7 !" <! ?t $, >e $, $k $K $D $l $F >. $5 $/ $J $k $7 !" M[ 8x <0 $N 0B Dj NN 0h $O 1" 8x <0 $N $= $l $h $j $b $: $C $H 69 $$ !#

10.4. M[ E* %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $N 0B Dj @- 53 10.4 M[ E* %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $N 0B Dj @- %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $K $D $$ $F $b !" @~ 7A B? CJ 3, K! $N >l 9g $H F1 MM $K @d BP 0B Dj NN 0h $r 5a $a $k $3 $H $, =P Mh $k !# M[ E* 8x <0 $K $D $$ $F $O !" 0J 2< $N LL Gr $$ 7k 2L $, CN $i $l $F $$ $k � 4 <! $^ $G $N 8x <0 !J CJ ?t $H <! ?t $, Ey $7 $$ $b $N !K $N @d BP 0B Dj NN 0h $O !" <! ?t $@ $1 $G 7h $^ $k !# � 4 <! $^ $G $G $O 9b <! $N 8x <0 $N $[ $& $, 0B Dj NN 0h $, 9- $$ !# FC $K !" 3 <! 0J >e $N 8x <0 $G $O !" @d BP 0B Dj NN 0h $, 1& H> J? LL $K D% $j =P $9 !# $3 $l $O !" 8@ $$ BX $( $l $P !" K\ Ev $J $i ?6 F0 E* $K H/ ;6 $9 $k $+ 0l Dj ?6 I} $G L5 8B $K ?6 F0 $9 $k $O $: $N 7O $, !" ?t CM 2r $G $O ?6 F0 E* $K <} B+ $9 $k $H $$ $& $3 $H $G $" $C $F I, $: $7 $b @5 $7 $$ ?6 Iq $$ $H $$ $& $o $1 $G $O $J $$ $, !" $= $l $G $$ $$ $h $& $J >l 9g $b B? $$ !# 5 <! 0J >e $G $O !" 8x <0 $K $h $C $F 0B Dj NN 0h $, 0c $& !# @: EY $H 0B Dj NN 0h $N $I $A $i $r M% @h $9 $k $+ $G $5 $^ $6 $^ $J 8x <0 $, :n $i $l $F $$ $k !# 10.5 1" E* %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $N 0B Dj @- 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $K $D $$ $F $O !" M[ E* 8x <0 $h $j $b $O $k $+ $K 6/ $$ 7k 2L $, F@ $i $l $F $$ $k : 1" E* %, %& %9 8x <0 $N 0B Dj NN 0h $O !" :8 H> J? LL A4 BN $G $" $k !# $^ $? !" Radau 8x <0 !" Lobatto 8x <0 $K $D $$ $F $b F1 MM $G $" $k !# $3 $l $O !" 1" E* 8x <0 !" $H $/ $K full-implicit $J 8x <0 $N =E MW $J Mx E@ $N 0l $D $G $" $k !# 10.6 Jd 30 K! $N 0B Dj @- NI $/ $o $+ $C $F $$ $J $$ !# h $N $H $j $+ $? $r 7h $a $l $P !" %k %s %2 !& %/ %C %? $N 0l <o $H $_ $J $; $k $N $G !" $= $& $$ $& 8& 5f $O $" $k !# 6q BN Nc $G $O !" 3d $H 69 $$ $H $$ $& 7k 2L $, F@ $i $l $F $$ $k $h $& $G $" $k !#

55 Bh 11 >O 9E $$ Hy J, J} Dx <0 $5 $F !" 9E $$ Hy J, J} Dx <0 $H $O 2? $+ $H $$ $& $3 $H $@ $, !" Nc $( $P 0J 2< $N $h $& $J 2= 3X H? 1~ 7O $r 9M $( $F $_ $k 2 A ! B B ! C (11.1) 3F J* <A $N G; EY $r y 1 ; y 2 ; y 3 $H =q $/ $3 $H $K $9 $l $P !" $= $l $> $l $N => $& J} Dx <0 $O !" Nc $( $P dy 1 =dt = � 2 k 1 y 2 1 + 2 k 2 y 2 dy 2 =dt = k 1 y 2 1 � ( k 2 + k 3 ) y 2 + k 4 y 3 dy 3 =dt = k 3 y 3 � k 4 y 3 (11.2) $H $$ $& $h $& $J $b $N $K $J $k !# 78 ?t $, $? $/ $5 $s $" $C $F LL E] $J $N $G !" 0J 2< k 1 = k 2 , k 3 = k 4 $H $7 !" =i 4| >r 7o $H $7 $F y 1 = 1 ; y 2 = y 3 = 0 (11.3) $H $$ $& >l 9g $@ $1 $r 9M $( $k $3 $H $K $9 $k !# ?^ 11.1 $K !" k 1 = 1 ; k 3 = 20 $H $7 $F !" A0 ?J %* %$ %i !< K! $* $h $S 8e B‘ %* %$ %i !< K! $G 2r $$ $? >l 9g $N ?t CM 2r $N Nc $r <( $9 !# $3 $N ;~ $N Dj >o 2r $O y 1 = 0 : 3904 ; y 2 = y 3 = 0 : 1524 $H $$ $& $H $3 $m $K $J $k !# %0 %i %U $K <( $7 $F $$ $k $N $O y 1 $H y 2 $G $" $k !# 3j $i $+ $K <} B+ $7 $F $$ $k $N $O !" A0 ?J %* %$ %i !< K! $G � t = 0 : 025 $H $H $C $? $b $N $H 8e B‘ %* %$ %i !< K! $G � t = 0 : 05 $H $H $C $? $b $N $G $" $k !# $3 $l $K BP $7 !" ?6 F0 E* $K H/ ;6 $7 $F $7 $^ $C $F $$ $k $N $O A0 ?J $G � t = 0 : 05 $N >l 9g $G $" $k !# Hs >o $K E@ $, 9S $/ !" ES Cf $G $N 8m :9 $, Bg $- $$ $, :G =* E* $K $O ?? $N CM $K $$ $C $F $$ $k $N $O !" 8e B‘ %* %$ %i !< K! $G � t = 0 : 5 $H 6K C< $K 9o $_ $r Bg $- $/ $7 $? $b $N $G $" $k !# $J $* !" $3 $N 7W ;; Nc $G $O !" J] B8 B’ y 1 2 + y 2 + y 3 = 1 2 (11.4) $r Mx MQ $7 $F !" J} Dx <0 $+ $i y 3 $r >C $7 $F $$ $k !# 2= 3X H? 1~ 7O $N $h $& $J Hs @~ 7A $N J} Dx <0 7O $G $O !" >e $N Nc $N $h $& $K B. EY Dj ?t $, Bg $- $/ 0c $& $H $$ $& $3 $H $O $= $l $[ $I DA $7 $$ $3 $H $G $O $J $$ !# >e $N Nc $G $O k 3 = 20 $G $" $k $, !" $3 $l $, 2? 7e $b Bg $- $$ >l 9g $H $$ $& $N $b $" $k !# $3 $& $$ $C $? >l 9g $K $I $& $$ $& J} K! $r ;H $& $Y $- $+ $H $$ $& $N $, :# F| 9M $( $F $$ $- $? $$ $3 $H $G $" $k !# 11.1 !V 9E $5 !W $N Dj 5A :G =i $K 8+ $? $h $& $K !" Nc $( $P 2= 3X H? 1~ 7O $J $I $G %? %$ %‘ %9 %1 !< %k $, Hs >o $K 0c $& $H 6q 9g $N 0- $$ $3 $H $, 5/ $- $k $o $1 $G $" $k $, !" $3 $N 6q 9g $N 0- $5 $H $$ $& $N $O 6q BN E* $K $O $J $K $+ $H $$ $& $N $, Ld Bj $G $" $k !#

56 Bh 11 >O 9E $$ Hy J, J} Dx <0 ?^ 11.1: 2= 3X H? 1~ 7O $N ?t CM 7W ;; Nc $K $h $C $F !" J} Dx <0 $, @~ 7A $N >l 9g $K $D $$ $F 9M $( $k !# Hs @~ 7A $N >l 9g $O !" 6I =j E* $K @~ 7A 2= $9 $k $3 $H $G 9E $5 $r Dj 5A $9 $k $3 $H $K $J $k !# Hs @F <! $N @~ 7A >o Hy J, J} Dx <0 y = Ay + ( x ) (11.5) $N 0l HL 2r $O y = � ( x ) + N X j =1 c j exp � j x (11.6) $G M? $( $i $l $k !# $3 $3 $G !" � $O J} Dx <0 (11.5) $r K~ $? $9 FC <l 2r $G $" $k !# $5 $F !" $3 $N J} Dx <0 $, 0B Dj $G $" $k $H $9 $l $P !" 8G M- CM � j $O $9 $Y $F <B It $, Ii $G $" $k !# $H $3 $m $G !" A0 2s $N 0B Dj @- NN 0h $K $D $$ $F $N 5D O@ $G 8+ $? $h $& $K !" Bg Dq $N ?t CM 2r K! $O @d BP 0B Dj @- NN 0h $, :8 B& $K M- 3& $G $" $k !# $3 $l $O !" 8@ $$ BX $( $k $H !" ;~ 4V 9o $_ h $r !" E, Ev $J Dj ?t M $r ;H $C $F h < M max j< � j j (11.7) $H $$ $& @) 8B $r K~ $? $9 $h $& $K $H $i $J $$ $H $$ $1 $J $$ $H $$ $& $3 $H $r 0U L# $9 $k !# M $O <B :] $K $O 0B Dj @- NN 0h $N :8 B& $N 8B 3& CM $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $5 $F !" $3 $& $$ $C $? Ld Bj $G !" $I $N $" $? $j $^ $G 7W ;; $7 $J $$ $H $$ $1 $J $$ $+ $H $$ $& $N $r 9M $( $k $H !" <B It $N @d BP CM $, :G >. $N 8G M- CM $K BP 1~ $9 $k @. J, $, == J, >. $5 $/ $J $k $^ $G $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# => $C $F !" I, MW $J %9 %F %C %W ?t $O !" s = max j< � j j min j< � j j (11.8)

11.2. A- 0B Dj @- 57 $K Hf Nc $9 $k Dx EY $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $D $^ $j !" $3 $N CM $, Bg $- $$ $H !" 7W ;; $, Hs >o $K Bg JQ $K $J $k $N $G $" $k !# $3 $N CM $N $3 $H $r 9E $5 sti�ness $H $$ $$ !" $3 $l $, !V Hs >o $K Bg $- $$ !W $H $- $K J} Dx <0 $, 9E $$ $H $$ $& !# $I $l $/ $i $$ Bg $- $$ ;~ $K 9E $$ $H $$ $& $+ $O [# Kf $G $" $k $, !" 10 4 $r 1[ $( $k $H 9E $$ $H $$ $C $F 4V 0c $$ $J $$ !# <B MQ >e $O !" 10 6 $r 1[ $( $k $3 $H $b DA $7 $/ $J $$ !# $J $< !V 9E $$ !W $H $$ $o $l $k $+ $H $$ $& Nr ;K E* $J ;v >p $r >R 2p $7 $F $* $/ $H !" $3 $N $h $& $J Ld Bj $O !" $5 $$ $7 $g 5! 3# @) 8f 7O !" $D $^ $j !" %b !< %? !< $G K@ $+ $J $K $+ $r 2s $7 $F $= $N @h $N 0L CV $r %; %s %5 $G %U %# !< %I %P %C %/ $7 $F @) 8f $9 $k $h $& $J $b $N $G H/ 8+ $5 $l $? !# K@ $r ?6 $j 2s $9 $H $3 $l $O JQ 7A $9 $k $, !" K@ $, !V 9E $$ !W $[ $I $= $N JQ 7A $N <~ 4| $, C; $/ $J $k !" $D $^ $j 8G M- CM $N @d BP CM $, Bg $- $/ $J $k $o $1 $G $" $k !# $J $* !" $3 $N Nc $+ $i $o $+ $k $h $& $K !" K\ Ev $O 8G M- CM $N 5u ?t It J, $b Ld Bj $G $" $k !# Hs @~ 7A J} Dx <0 y = f ( x; y ) (11.9) $N >l 9g $K $O !" $= $N %d %3 %S %" %s @ f =@ y $K $h $C $F 6I =j E* $K @~ 7A 2= $7 $? J} Dx <0 $K $D $$ $F 9E $5 $r Dj 5A $9 $k !" $D $^ $j $O %d %3 %S %" %s $N 8G M- CM $+ $i 7h $^ $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# 11.2 A- 0B Dj @- $5 $F !" $3 $N 9E $5 $H $$ $& $N $, Ld Bj $+ $I $& $+ $H $$ $& $3 $H $G $" $k $, !" 2> $K $" $k 8x <0 $N @d BP 0B Dj NN 0h $, :8 H> J? LL < z < 0 A4 BN $r 4^ $s $G $$ $l $P !" 9E $+ $m $& $, $J $s $@ $m $& $, Ld Bj $G $O $J $$ $H $$ $& $3 $H $O $9 $0 $K $o $+ $k $G $" $m $& !# $3 $N !" @d BP 0B Dj NN 0h $, :8 H> J? LL $r 4^ $‘ $H $$ $& @- <A $r !" %@ !< %k %- %9 %H $O A- 0B Dj @- $H L> IU $1 $? !# A- 0B Dj @- $K $D $$ $F $O !" %@ !< %k %- %9 %H <+ ?H $K $h $k <! $N H] Dj E* $J 7k 2L $, $" $k � M[ E* %k %s %2 !& %/ %C %? K! $O A- 0B Dj $G $J $$ !# � M[ E* @~ 7A B? CJ 3, K! $O A- 0B Dj $G $J $$ !# � 1" E* @~ 7A B? CJ 3, K! $G A- 0B Dj $G $" $k $b $N $N <! ?t $O 2 0J 2< $G $" $k !# � A- 0B Dj $G $" $k 1" E* @~ 7A B? CJ 3, K! $N $& $A !" 6I =j 8m :9 $, $b $C $H $b >. $5 $$ $b $N $O Bf 7A 8x <0 $G $" $k !# >Z L@ $O LL E] $J $N $G >J N, $9 $k !# $3 $l $K BP $7 !" 1" E* %k %s %2 !& %/ %C %? 8x <0 $K $D $$ $F $O 0J 2< $N AG @2 $i $7 $$ 7k 2L $, CN $i $l $F $$ $k � BP >N $J p CJ 2 p <! 8x <0 !J 1" E* %, %& %9 8x <0 !K $O $9 $Y $F A- 0B Dj $G $" $k !# $5 $i $K !" Radau 8x <0 !" Lobatto 8x <0 $J $I !" C< E@ $r 4^ $‘ Be $o $j $K <! ?t $, Dc $$ 8x <0 $K $D $$ $F $b F1 MM $J 7k 2L $, F@ $i $l $F $$ $k !# 11.3 0B Dj $J 8x <0 $r ;H $& >e $G $N Ld Bj A0 @a $G 8+ $? $h $& $K 1" E* %, %& %9 K! $O A- 0B Dj $G $" $j !" 4p K\ E* $K $O $3 $l $r ;H $( $P J} Dx <0 $, 9E $$ $H $$ $& $3 $H $K $h $k Ld Bj $O 5/ $- $J $$ $H $$ $C $F $$ $$ !# $, !" <B MQ >e $O !" $3 $N J} K! $K $O $" $^ $j 4r $7 $/ $J $$ FC @- !" $D $^ $j !" Bg 5, LO $J Hs @~ 7A Be ?t J} Dx <0 $r 2r $+ $J $1 $l $P $$ $1 $J $$ $H $$ $& FC @- $, $" $k !# $b $A $m $s !" @~ 7A B? CJ 3, K! $N $H $3 $m $G 9M $( $? $h $& $J C‘ <! !J D> @\ !K Be F~ K! $G Ez $, <} B+ $9 $l $P !" $3 $l $O $?

58 Bh 11 >O 9E $$ Hy J, J} Dx <0 $$ $7 $? Ld Bj $G $O $J $$ !# $7 $+ $7 !" <B $O $3 $l $O $& $^ $/ $$ $+ $J $$ !# $D $^ $j !" A0 $K 8+ $? $h $& $K 1" E* %k %s %2 !& %/ %C %? $K BP $9 $k C‘ <! Be F~ $, <} B+ $9 $k >r 7o $O %j %W %7 %C %D O" B3 >r 7o j f ( x; y ) � f ( x; y 0 ) j � L j y � y 0 j (11.10) $, @. $j N) $C $F $$ $k ;~ $K !" h < C =L ( C $O 8x <0 $K $h $C $F 7h $^ $k Dj ?t $@ $, !" 1 $K 6a $$ ) $G M? $( $i $l $? !# $H $3 $m $, !" L $O Dj 5A $+ $i 8G M- CM $N @d BP CM $N :G Bg CM $K Ey $7 $$ $N $G !" 7k 6I M[ E* $J 8x <0 $H F1 $8 $h $& $K :G Bg 8G M- CM $G %? %$ %‘ %9 %F %C %W $, 7h $^ $C $F $7 $^ $$ !" C‘ <! Be F~ K! $G $O A- 0B Dj @- $, <: $o $l $F $7 $^ $& $N $G $" $k !# $= $l $G $O $$ $C $? $$ $I $& $9 $l $P $$ $$ $+ $H $$ $& $3 $H $@ $, !" MW $9 $k $K C‘ <! Be F~ $J $s $F $$ $& <j H4 $- $J J} K! $r ;H $o $J $$ $G !" $b $& $A $g $C $H $^ $C $H $& $J J} K! $r ;H $( $P $$ $$ $N $G $" $k !# DL >o ;H $o $l $k $N $O %K %e !< %H %s K! $K $h $k H? I| !" $D $^ $j !" J} Dx <0 $r 6I =j E* $K @~ 7A 2= $7 !" $= $N @~ 7A J} Dx <0 $N 2r $r ?7 $7 $$ 6a ;w 2r $K $9 $k J} K! $G $" $k !# 86 M} $r 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N >l 9g $K $D $$ $F @b L@ $7 $h $& !# $b $A $m $s !" 9b <! $N 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $d $" $H $K =R $Y $k 1" E* @~ 7A B? CJ 3, K! $G $b M} 6~ $O F1 $8 $G $" $k !# 8e B‘ %* %$ %i !< K! $N >l 9g !" 2r $/ $Y $- J} Dx <0 $O y new � h f ( x new ; y new ) � y old = 0 (11.11) $G $" $k !# %K %e !< %H %s K! $K $h $k i 2s L\ $N 6a ;w CM $r y ( i ) $H =q $/ $3 $H $K $9 $k $H !" f $, y ( i ) $N 2s $j $G f � f ( x; y ( i ) ) + @ f @ y ( y ( i +1) � y ( i ) ) (11.12) $H @~ 7A 2= $5 $l $k $+ $i !" y ( i +1) $r 5a $a $k $K $O 0J 2< $N J} Dx <0 � I � h @ f @ y � ( y ( i +1) � y ( i ) ) = h f ( x new ; y ( i ) ) + y old � y ( i ) (11.13) $r 2r $1 $P $$ $$ $o $1 $G $" $k !# $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K !" %K %e !< %H %s K! $O J} Dx <0 $, @~ 7A $G $" $l $P 9E $5 $K L5 4X 78 $K 0l 2s $G <} B+ $9 $k !# $D $^ $j !" C‘ <! Be F~ K! $H $O 0c $C $F A- 0B Dj @- $r J] $F $k !# J} Dx <0 $, Hs @~ 7A $N >l 9g $K $& $^ $/ $$ $/ $+ !" $^ $? !" $I $l $/ $i $$ $N H? I| 2s ?t $G $& $^ $/ $$ $/ $+ $H $$ $& $N $O $J $+ $J $+ Fq $7 $$ Ld Bj $G $" $k !# NI $/ CN $i $l $F $$ $k $h $& $K !" %K %e !< %H %s K! $O Fs <! <} B+ $9 $k !" $D $^ $j !" =i 4| ?d Dj $, == J, $K NI $1 $l $P 8m :9 $, 0l 2s H? I| $9 $k $H $^ $( $N 8m :9 $N 2 >h Dx EY $^ $G >. $5 $/ $J $k $H $$ $& @- <A !J $3 $l $O !" 2 <! $N 9‘ $N Bg $- $5 $+ $i $9 $0 $K >Z L@ $G $- $k !K $, $" $k $N $G !" $& $^ $$ =i 4| CM $, F@ $i $l $l $P H? I| 2s ?t $O >/ $J $$ !# $, !" $& $^ $$ =i 4| CM $r $H $k 0l HL E* $J J} K! $O $J $$ !# Nc $( $P M[ E* %k %s %2 %/ %C %? $d M[ E* $J @~ 7A B? CJ 3, K! $G =i 4| CM $r :n $k $3 $H $b 9M $( $i $l $k $, !" $3 $l $O 7O $, 9E $$ ;~ $K $O 0- $$ ?d Dj CM $r =P $9 2D G= @- $b $" $k $+ $i $G $" $k !# Hf 3S E* $& $^ $/ $$ $/ $N $O !" $J $K $b 9M $( $J $$ $G y (0) = y ol d $H $9 $k !" $^ $? 1" E* %, %& %9 8x <0 $G $" $l $P ES Cf $N CM $K $D $$ $F $b $= $& $9 $k J} K! $G $" $k !# $J $* !" $b $H $b $H $N %K %e !< %H %s K! $G $O %d %3 %S %" %s $r H? I| Kh $K 7W ;; $7 D> $9 $, !" $3 $l $i $N J} K! $r <B Au $9 $k ;~ $K $O !" !V <} B+ $7 $F $$ $k $& $A $O %d %3 %S %" %s $r $= $N $^ $^ ;H $& !W $H $$ $& J} K! $G 7W ;; NL $r 8: $i $9 $N $, Ia DL $G $" $k !# 11.4 40 A4 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 0J 30 $N J} K! $3 $3 $^ $G $G 8+ $? $h $& $K !" %, %& %9 K! $J $I $N 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $O 9E $$ J} Dx <0 $K $? $$ $7 $F Hs >o $K $h $$ @- <A $r $b $D $, !" 0l $D Bg $- $J Ld Bj $, $" $k !# $= $l $O !" %K %e !< %H %s K! $G 2r $/ J} Dx <0 $N Bg $- $5 $, !" 85 $N J} Dx <0 $N

11.4. 40 A4 1" E* %k %s %2 %/ %C %? 0J 30 $N J} K! 59 K\ ?t N $H 8x <0 $N CJ ?t p $N @Q N p $K Hf Nc $9 $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# %K %e !< %H %s K! $G J} Dx <0 $r 2r $/ $H $- $K !" LU J, 2r !J Ia DL $N %, %& %9 $N >C 5n K! $N $3 $H $H ;W $C $F $$ $$ !K $r ;H $& $H $9 $l $P !" 7W ;; NL $, 9T Ns $N <! 85 $N 3 >h $G A} $( $k !# $D $^ $j !" 8x <0 $N CJ ?t $N 3 >h $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $l $G $O !" $; $C $+ $/ 9b $$ <! ?t $N 8x <0 $, :n $l $k $H $$ $C $F $b <B MQ @- $O Dc $$ !# %K %e !< %H %s K! $G $G $F $/ $k @~ 7A 2= $7 $? J} Dx <0 <+ BN $r !" LU J, 2r $G $O $J $/ E, Ev $J H? I| K! !" $? $H $( $P Gauss- Seidel K! !" SOR !" 6& Lr 8{ G[ (CG) K! $H $$ $C $? $b $N $G 2r $/ $3 $H $b 9M $( $i $l $k $, !" $3 $l $i $r ;H $& $H $^ $? A- 0B Dj @- $, <: $o $l $? $j $9 $k $3 $H $K $J $k !# $3 $l $i $N Ld Bj $r $" $k $F $$ $I 2s Hr $9 $k $? $a !" Hs >o $K $5 $^ $6 $^ $J 8x <0 72 $, 8& 5f $5 $l $F $$ $k !# 0J 2< $K $= $N Nc $r $" $2 $k 11.4.1 %. %" $N 8e B‘ :9 J, 8x <0 (BDF) A0 $K =R $Y $? $h $& $K !" 7W ;; NL $H @: EY $N 4X 78 $r 8+ $? ;~ $K @~ 7A B? CJ 3, K! $O %k %s %2 %/ %C %? $K Hf $Y $F $+ $J $j NI $$ $N $, Ia DL $G $" $k !# => $C $F !" @~ 7A B? CJ 3, K! $G Hf 3S E* $h $$ @- <A $r $b $D $b $N $O $J $$ $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $k !# %@ !< %k %- %9 %H $N 7k 2L $K $h $C $F !" A- 0B Dj $G $O 2 <! 0J >e $K $J $i $J $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $7 $^ $C $F $$ $k $N $G !" A- 0B Dj $N >r 7o $N $[ $& $r $A $g $C $H 4K $a $F $_ $k !# 4K $a J} $K $O $$ $m $$ $m $" $k $, !" %. %" (C. W. Gear) $N Ds 0F $O !" ?^ 11.2 $N $h $& $K 86 E@ 6a $/ $G 5u It $, Bg $- $$ $H $3 $m $G $O IT 0B Dj $G $b $$ $$ $H $$ $& $3 $H $K $7 $h $& $H $$ $& $b $N $G $" $k !# ?^ 11.2: 9E 0B Dj $N Dj 5A %. %" $O $3 $N $h $& $J NN 0h $G 0B Dj $G $" $k $3 $H $r 9E 0B Dj $H $$ $& $3 $H $K $7 $? !# $5 $i $K !" 0J 2< $N 7A $N 8x <0 � 0 y i + � 1 y i +1 + � � n y i + p = h� f i + p (11.14) $G $" $l $P !" p � 6 $N >l 9g $K $O 9E 0B Dj $J 8x <0 $, B8 :_ $9 $k $3 $H $r <( $7 $? !# 78 ?t $N I= $O E, Ev $J ;2 9M =q $r $_ $k $3 $H !# <B :] $N %W %m %0 %i %‘ $N Nc $O Nc $( $P http://www.netlib.org/ode/cvode.tar.gz $H $$ $C $? $b $N $r 8+ $F $_ $k $3 $H !#

60 Bh 11 >O 9E $$ Hy J, J} Dx <0 11.4.2 H> 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $3 $l $O L5 ?t $K $" $k !# L> A0 $@ $1 $r $" $2 $k $H !" %m !< %< %s %V %m %C %/ K! !" DIRK, MIRK, SIRK, SDIRK $H $$ $C $? $b $N $, $" $j !" 8= :_ @9 $s $K 8& 5f $5 $l $F $$ $k !# $^ $" !" <B MQ >e $O !" 40 A4 1" E* $J %, %& %9 $d Radau 8x <0 $G $O Ld Bj $, $" $k $H $$ $& >l 9g $G $J $1 $l $P !" $o $6 $o $6 $3 $l $i $N J} K! $r ;H $& 0U L# $O $" $^ $j $J $$ $h $& $K ;W $& !# 11.5 2] Bj $@ $$ $V $$ $m $s $J $3 $H $r $d $C $? $N $G !" $$ $/ $D $+ 2] Bj $r =P $7 $F $* $/ !# %l %] !< %H $H $7 $F $O !" $I $3 $^ $G $d $k $+ $O 3F ?M $N <+ M3 $G $" $k $, !" :N E@ 4p =‘ $K $O $I $l $@ $1 $d $C $? $+ $, F~ $k $3 $H $O $$ $& $^ $G $b $J $$ $G $" $m $& !# 1. 4 <! $^ $G !J $^ $" !" =P Mh $J $1 $l $P 3 <! $H $+ $G $b $$ $$ $1 $I !K $N M[ E* %k %s %2 %/ %C %? 8x <0 $K BP $7 $F !" 0B Dj @- $r 7h $a $k B? 9‘ <0 !J $$ $o $f $k 0B Dj @- 0x ;R !K $r 5a $a !" $5 $i $K J# AG J? LL >e $G $N @d BP 0B Dj NN 0h $r ?^ $K <( $; !# 2. 1" E* Cf E@ 8x <0 $N 0B Dj @- $K $D $$ $F 5D O@ $; $h !# 3. 2 CJ 4 <! $N 1" E* %, %& %9 8x <0 $K $D $$ $F (a) %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $N 0 E@ $r $H $k $H $$ $& $3 $H $+ $i 8x <0 $r F3 $1 !# (b) <B :] $K @~ 7A 7O $K E, MQ $7 $F !" 4 <! @: EY $G $" $k $3 $H $H A- 0B Dj $G $" $k $3 $H $r 3N $+ $a $h !# (c) 2 JQ ?t 0J >e $N >l 9g $K E, MQ =P Mh $k %W %m %0 %i %‘ $r :n $j !" E, Ev $J Hs @~ 7A J} Dx <0 $r 2r $$ $F $_ $h !# Nc $( $P v an der Pol J} Dx <0 $G 6K EY $K Hs @~ 7A @- $N 6/ $$ >l 9g $K $D $$ $F !" 4 <! $N 8E E5 E* %k %s %2 %/ %C %? $H 2r $N @: EY !" ?. Mj @- Ey $r Hf 3S $7 $F $_ $h !# 4. %m !< %l %s %D $N %+ %* %9 dx=dt = � 10( x + y ) dy =dt = � xz + r x � y dz =dt = xy � 8 z = 3 (11.15) $K $D $$ $F !" (a) %Q %i %a !< %? r $r JQ 2= $5 $; $? ;~ $N Dj >o 2r $N 0B Dj @- $N JQ 2= $r 2r @O E* $K D4 $Y $h !# (b) E, Ev $J ?t CM 2r K! $G !" ?t CM 2r $r 5a $a $F $_ $h !# (c) 5a $^ $C $? Ez $, @5 $7 $$ $H $$ $( $k $+ $I $& $+ !" $^ $? $$ $( $k $H $9 $l $P $$ $+ $J $k 0U L# $K $* $$ $F $+ $r 5D O@ $; $h !#

61 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! A0 2s $O 9E $$ J} Dx <0 $H $$ $& $b $N $r 07 $C $? !# $3 $l $O !" $o $j $H $$ $m $s $J $H $3 $m $K =P $F $/ $k $N $G !" $H $j $" $( $: $= $& $$ $& $b $N $, $" $k $H $$ $& $3 $H $O 21 $( $F $* $/ $H $$ $$ $3 $H $, $" $k $+ $b $7 $l $J $$ !# :# F| $b $= $& $$ $& N‘ $N OC $G $" $k !# :# F| $N Aj <j $O !V %O %_ %k %H %s 7O !W !" MW $9 $k $K 8E E5 NO 3X 7O $G $" $k !# $, !" %O %_ %k %H %s NO 3X $H $$ $& $3 $H $G OC $r ;O $a $k $H !" 2r @O NO 3X $, $I $& $G @5 =‘ JQ 49 $, $3 $& $@ $+ $i $H $+ $$ $& Fq $7 $$ OC $K $? $A $I $3 $m $K $J $C $F $7 $^ $& !# $3 $N $X $s $O KM $b $h $/ CN $i $J $$ $7 !" $= $l $@ $1 $G 0l 3X 4| J, $N 9V 5A $K $J $k $/ $i $$ $N $b $N $J $N $G !" $A $g $C $H 0c $& J} 8~ $+ $i $$ $C $F $_ $h $& !# 12.1 4J C1 $J Nc Bj 8E E5 NO 3X 7O $N $b $C $H $b 4J C1 $J Nc $H $$ $( $P !" 0l <! 85 D4 OB ?6 F0 ;R !" $D $^ $j !" 1? F0 J} Dx <0 $G $O d 2 x dt 2 = � k x (12.1) $G $" $k !# $3 $l $N 2r $O $b $A $m $s C1 ?6 F0 $9 $k $b $N $G $" $j !" $= $l $O 8G M- CM $, =c 5u ?t $G $" $k $+ $i $G $" $k !# $5 $F !" A0 $K $b >/ $7 =R $Y $? $h $& $K !" $3 $N $h $& $J !" 8G M- CM $, =c 5u ?t $G $" $k !" $$ $$ $+ $( $l $P Cf N) 0B Dj $J >l 9g !" 0B Dj @- 2r @O $O $A $g $C $H Lq 2p $K $J $k !# $H $$ $& $N $O !" DL >o $N 0U L# $G 0B Dj $H $$ $& $N $O !" ?t CM 2r $, $$ $D $+ $O 86 E@ $K $$ $C $F $7 $^ $& $H $$ $& $3 $H !" $$ $$ $+ $( $l $P %( %M %k %. !< $, J] B8 $7 $J $$ $H $$ $& $3 $H $r 0U L# $9 $k $+ $i $G $" $k !# $D $^ $j !" Nc $( $P A0 2s $G $F $- $? 0B Dj NN 0h $N $" $k 8x <0 $G $O !" $[ $H $s $I $N $b $N $G 5u <4 >e $N 0l Dj HO 0O $G $O ?t CM 2r $, !V 0B Dj !W $K $J $C $F $7 $^ $& !# $D $^ $j !" K\ Ev $N 2r $O $$ $D $^ $G $b ?6 F0 $r B3 $1 $k $N $K !" ?t CM 2r $O 8: ?j $7 $F $7 $^ $& $N $G $" $k !# $b $A $m $s !" %? %$ %‘ %9 %F %C %W $r Bg $- $/ $H $l $P !" @d BP 0B Dj $G $J $$ 8B $j 0B Dj NN 0h $+ $i 30 $l $k $N $, Ia DL !J BDF $N $h $& $K $= $& $G $J $$ $b $N $b $" $k $, !K $G $" $j !" ?6 F0 $7 $J $, $i 9- $, $C $F $$ $/ $h $& $J 2r $K $J $k !# 0B Dj NN 0h $K 5u <4 $r 4^ $^ $J $$ $h $& $J 8x <0 !J Nc $( $P A0 ?J %* %$ %i !< 8x <0 !K $N >l 9g $G $O !" $+ $J $i $: 50 F; $, 9- $, $C $F $$ $/ $3 $H $K $J $k !# $D $^ $j !" 5u ?t <4 $, 0B Dj @- 8B 3& $K $J $C $F $$ $J $$ 8B $j !" I, $: 50 F; $+ $i 0l J} E* $K 30 $l $F $$ $C $F $7 $^ $& $N $G $" $k !# $D $^ $k $H $3 $m !" @~ 7A 7O $G $O 0B Dj @- 8B 3& $, 5u ?t <4 $G $" $k !J ?t CM 2r $K =c 5u ?t $N 8G M- CM $, $" $k !K $H $$ $& $N $, !" ?t CM 2r $, 87 L) $K ?6 F0 E* $G $" $k $? $a $N I, MW == J, >r 7o $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $N ;~ !" ?t CM 2r $O $b $H $N 7O $N @- <A $r $" $k 0U L# $G NI $/ I= $7 $F $$ $k $H $$ $( $k $G $" $m $& !# <B $O B? JQ ?t $N >l 9g $d Hs @~ 7A $N >l 9g $G $b K\ <A E* $J ;v >p $O JQ $o $i $J $$ !# $? $@ $7 !" $3 $A $i $O $^ $@ $$ $m $$ $m M} O@ E* $K $O $C $- $j $o $+ $C $F $$ $J $$ $3 $H $, $" $k !# $, !" Bg ;( GD $K $$ $& $H F1 $8 $h $& $J ;v >p $, @. $j N) $C $F $$ $k !# $D $^ $j !" $b $H $, <~ 4| 2r $G $" $k $H $- $K !" Bg Dq $N @Q J, K! $G $O <~ 4| 2r $+ $i 0l J} E* $K $: $l $F $$ $/ !" $D $^ $j !" J] B8 NL $G $" $k $O $: $N %( %M %k %. !< Ey $, J] B8 $7 $J $/ $J $k !# $b $A $m $s !" %( %M %k %. !< $, 87 L) $K $O J] B8 $7 $J $$ $H $$ $& $3 $H $, Ld Bj $G $" $k $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $b <B $O Fq $7 $$ Ld Bj $G $" $k !# $H $$ $& $N $O !" J] B8 $7 $J $$ $H $$ $C $F $b $b $A $m $s ?t CM 2r $N @: EY $G $O J] B8 $7 $F $$ $k $o $1 $@ $+ $i !" $= $l $G $+ $^ $o $J $$ $N $G $O $J $$ $+ $H 9M $( $i $l $k $+ $i $G $" $k !#

62 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! ?t CM 2r $N @: EY $G J] B8 $7 $F $$ $k $H $$ $& $N $G == J, $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $O !" <B $O 07 $& Ld Bj $K $h $C $F 0c $C $F $/ $k !# $5 $i $K !" F1 $8 Ld Bj !J J} Dx <0 7O !K $G $" $C $F $b !" $= $N Ld Bj $N $I $N B& LL $r 2r @O $7 $? $$ $+ $K $h $C $F $b JQ $o $C $F $/ $k !# <B :] $K $I $& $$ $& $3 $H $, Ld Bj $K $J $k $+ $O $^ $? <! 2s $H $$ $& $3 $H $K $7 $F !" :# F| $O $H $j $" $( $: 8E E5 NO 3X 7O 8~ $1 $N J} K! $H $O $I $s $J $b $N $+ $H $$ $& $3 $H $r 35 4Q $9 $k !# 12.2 2 3, $N Hy J, J} Dx <0 8~ $- $N J} K! 12.2.1 Stormer-Co w ell K! $5 $F !" A0 $N @a $G $O $9 $3 $7 Fq $7 $$ !J $H $$ $& $+ !" Cj >] E* $J !K OC $r $7 $? $, !" $b $& $A $g $C $H 6q BN E* $K $I $s $J 2r K! $, $" $k $N $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k !# Hf 3S E* 8E $/ $+ $i 8& 5f $5 $l !" <B MQ $K $b ;H $o $l $F $$ $k $N $O !" 2 3, $N Hy J, J} Dx <0 dv dt = f ( x ) dx dt = v (12.2) $K FC 2= $7 $? 2r K! $G $" $k !# 0l HL E* $J J} K! $O !" $3 $l $r $= $N $^ $^ $$ $^ $^ $G $K @b L@ $7 $F $- $? $$ $m $$ $m $J 2r K! $G 2r $/ $H $$ $& $3 $H $@ $, !" v $O x $N Hy J, $K 2a $. $J $$ $N $G !" Nc $( $P @~ 7A B? CJ 3, K! $N >l 9g $K $O $3 $l $O $A $g $C $H L5 BL $J 5$ $, $9 $k !# $D $^ $j !" Nc $( $P %" %@ %‘ %9 K! $G 2C B. EY $N B? 9‘ <0 6a ;w $, 5a $^ $C $F $$ $k $H $9 $l $P !" $= $l $r 1 2s @Q J, $9 $l $P B. EY $N JQ 2= NL $, $b $H $^ $j 2 2s @Q J, $9 $l $P 0L CV $N JQ 2= NL $, $b $H $^ $k $+ $i $G $" $k !# $3 $N 9M $( J} $K 4p $E $/ J} K! $r Stormer-Co w ell K! $H $$ $& !# $3 $N J} K! $N >l 9g !" Ia DL $O x i +1 � 2 x i + x i � 1 = h 2 p X k = � 1 � k f i � k (12.3) $H $$ $& 7A $K =q $$ $F !" v $r L@ <( E* $K JQ ?t $H $7 $F ;} $? $J $$ $3 $H $, B? $$ $, !" $3 $l $O 47 =, $K $h $k $b $N $G $" $^ $j 0U L# $O $J $$ !# $3 $N J} K! $r Ia DL $N J} K! $H Hf $Y $F $_ $k $H !" 7W ;; NL !J $H $$ $C $F $b !" f $N 7W ;; <+ BN $O JQ $o $i $J $$ $, !K !" %a %b %j I, MW NL $H $b 1 = 2 $K $J $C $F $$ $k $3 $H $, $o $+ $k !# 7W ;; B. EY Ey $, Ld Bj $K $J $k >l 9g $K $O !" %" %@ %‘ %9 K! $G $O $J $/ $3 $A $i $r ;H $& $Y $- $G $" $k $H $$ $& $3 $H $O $$ $& $^ $G $b $J $$ $G $" $m $& !# $3 $N 7? $N 8x <0 $O 9b @: EY $, I, MW $J E7 BN $N 50 F; 7W ;; $J $I $K 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k !# $3 $3 $G $O 14 <! $H $+ 16 <! $N D6 9b <! $N 8x <0 $, ;H $o $l $k $N $, Ia DL $G $" $k !# $5 $F !" Nc $K $h $C $F $b $C $H $b 4J C1 $J >l 9g $H $$ $& $N $r 8+ $F $_ $h $& !# $b $C $H $b 4J C1 $J $N $O 1& JU $, f i $@ $1 $N >l 9g !" $D $^ $j x i +1 � 2 x i + x i � 1 = h 2 f i (12.4) $H $$ $& $b $N $G $" $j !" $3 $l $r FC $K V erlet metho d $H $$ $& $3 $H $, $" $k !# $3 $N J} K! $O Stormer-Cow ell K! $N $J $+ $G $b $C $H $b 4J C1 $J $b $N $@ $, !" 8e $G $_ $k $h $& $K Hs >o $K FC JL $J @- <A $, $" $j $b $C $H $b 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k !# 12.2.2 Runge-Kutta-Nystro em K! %k %s %2 !& %/ %C %? $K $D $$ $F $b F1 MM $K 2 3, $N J} Dx <0 @l MQ $N 8x <0 $, $" $k !# $3 $3 $G $b !" 7W ;; NL $, 8: $k B> !" E~ C# 2D G= <! ?t $, 0l HL $K 1 3, $N J} Dx <0 MQ $N J} K! $h $j $b 9b $$ $H $$ $& $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k !# $3 $N 7? $N 8x <0 $r

12.3. %j !< %W %U %m %C %0 8x <0 63 Ia DL Runge-Kutta-Nystro em K! $H 8F $V !# 1" E* $J 8x <0 $N >l 9g $O !" %, %& %9 8x <0 $d Lobatto 8x <0 $K Hf $Y $F $h $$ ?6 Iq $$ $r $9 $k $b $N $O $$ $^ $N $H $3 $m CN $i $l $F $$ $J $$ !# M[ E* $J $b $N $O B? ?t $7 $i $l $F $$ $F !" $+ $J $j NI $/ 8& 5f $5 $l $F $$ $k !# 12.2.3 30 A^ K! 30 A^ K! $K $D $$ $F $b F1 MM $J $3 $H $r 9M $( $i $l $k $O $: $G $" $k $, !" ;d $N CN $k 8B $j $= $N $h $& $J J} K! $O J8 8% $K $O =P $F $3 $J $$ !# 12.3 %j !< %W %U %m %C %0 8x <0 %O %_ %k %H %s 7O $N %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $N Nc $K $O Nc $( $P 0J 2< $N $h $& $J $b $N $, $" $k � %W %i %: %^ %7 %_ %e %l !< %7 %g %s � !J 8E E5 !K J, ;R F0 NO 3X � 6d 2O F0 NO 3X $3 $l $i $O $$ $: $l $b !" 8E E5 E* $J B? BN Ld Bj $H $7 $F Dj <0 2= $5 $l $k !# %W %i %: %^ $N >l 9g $O <’ >l $b F~ $k $N $G $A $g $C $H LL E] $@ $, !" $= $l $r L5 ;k $9 $l $P 1? F0 J} Dx <0 $, m i d 2 x i dt 2 = X j 6 = i f ij (12.5) $D $^ $j !" $" $k N3 ;R i $N 2C B. EY $O B> $N $9 $Y $F $N N3 ;R $+ $i $N NO $N 9g 7W $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $b $A $m $s !" 8E E5 NO 3X 7O $O B> $K $b $$ $m $$ $m $" $k $, !" 4p K\ E* $J %" %W %m !< %A $O ;w $? $h $& $J $b $N $G $" $k !# $3 $N $h $& $J Ld Bj $K BP $7 $F !" $b $C $H $b Ia DL $K ;H $o $l $k 8x <0 $O 0J 2< $N leapfrog $H $$ $o $l $k $b $N $G $" $k !# v i +1 = 2 = v i � 1 = 2 + � ta ( x i ) (12.6) x i +1 = x i + � tv i +1 = 2 (12.7) $3 $l $G $O B. EY $H 0L CV $, $: $l $? ;~ 4V $G $7 $+ Dj 5A $5 $l $J $$ $, !" =P H/ MQ 8x <0 $H $7 $F v 1 = 2 = v + � ta ( x 0 ) = 2 (12.8) $r ;H $$ !" $5 $i $K =* N; MQ 8x <0 $H $7 $F v i = v i � 1 = 2 + � ta ( x i ) = 2 (12.9) $r ;H $& $3 $H $G :G =i $H :G 8e $r 9g $o $; $k $3 $H $, =P Mh $k !# $3 $N 7A $O !" <B $O x i +1 = x i + � tv i + � t 2 a ( x i ) = 2 (12.10) v i +1 = v i + � t [ a ( x i ) + a ( x i +1 )] = 2 (12.11)

64 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! $H ?t 3X E* $K Ey 2A $G $" $k !J >Z L@ $7 $F $_ $k $3 $H !K $^ $? !" 0J 2< $N $h $& $K $b =q $1 $k v i +1 = 2 = v i + � ta ( x i ) = 2 (12.12) x i +1 = x i + � tv i +1 = 2 + � t 2 a ( x i ) = 2 (12.13) v i +1 = v i +1 = 2 + � ta ( x i +1 ) = 2 (12.14) $5 $i $K $^ $? !" B. EY $r >C 5n $7 $F x i � 1 , x i , x i +1 $N 4X 78 <0 $N 7A $G $+ $$ $F $" $k $3 $H $b $" $k $+ $b $7 $l $J $$ !# $3 $N ;~ $O A0 2s >R 2p $7 $? Stormer-Co w ell 8x <0 $N $b $C $H $b 4J C1 $J $b $N $H 0l CW $9 $k !# $J $* !" $9 $Y $F 0c $& L> A0 $, $D $$ $F $$ $? $j $9 $k $, !" 7k 2L $O 4] $a 8m :9 $r JL $K $9 $l $P 40 A4 $K F1 $8 $G $" $k !# ;~ !9 !" $3 $l $i $, 0c $& $b $N $G $" $k $+ $N $h $& $K =q $$ $F $" $k 65 2J =q $, $" $k $N $G Cm 0U $9 $k $3 $H !# $3 $N 8x <0 $O 6I =j 8m :9 $, O (� t 3 ) !" Bg 0h 8m :9 $, O (� t 2 ) $G $" $k !# $5 $F !" 6I =j 8m :9 $H $$ $& 4Q E@ $+ $i $O $3 $l $O 7h $7 $F NI $$ 8x <0 $H $$ $& $o $1 $G $O $J $$ $, !" 8= <B $K $O $3 $N 8x <0 $O Hs >o $K 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k !# $3 $l $O !" JL $K $b $C $H $h $$ J} K! $r CN $i $J $$ $+ $i $H $+ $G $O $J $/ !" <B $O $3 $N J} K! $, $$ $/ $D $+ $N 0U L# $G Hs >o $K NI $$ J} K! $G $" $k $+ $i $G $" $k !# $$ $/ $D $+ $N 0U L# $H $O !" Nc $( $P %( %M %k %. !< $d 3Q 1? F0 NL $N $h $& $J J] B8 NL $, Hs >o $K $h $/ J] B8 $9 $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $l $i $N J] B8 NL $K $D $$ $F $O B? $/ $N >l 9g $K 8m :9 $, $" $k Dx EY 0J >e A} $( $J $$ !# $3 $N !" $" $k Dx EY 0J >e 8m :9 $, A} $( $J $$ $H $$ $& $N $O L\ 3P $7 $$ @- <A $G $" $k !# DL >o $N J} K! $G $O !" %( %M %k %. !< $N 8m :9 $O ;~ 4V $K Hf Nc $7 $F A} $( $F $$ $/ !# => $C $F !" D9 ;~ 4V 7W ;; $r $7 $h $& $H $9 $l $P $= $l $@ $1 @5 3N $J 7W ;; $r $9 $k I, MW $, $" $k !# $H $3 $m $, !" %( %M %k %. !< $N 8m :9 $O N/ $C $F $$ $+ $J $$ $N $J $i $P !" $+ $J $i $: $7 $b @: EY $r >e $2 $k I, MW $O $J $$ $H $b 9M $( $i $l $k !# $b $A $m $s !" %( %M %k %. !< $, J] B8 $7 $F $$ $l $P $= $l $@ $1 $G 7W ;; $, @5 $7 $$ $H $$ $& $3 $H $K $O $J $i $J $$ !# $, !" M} O@ E* $K $O !" $$ $/ $D $+ $N =E MW $J 7k 2L $, F@ $i $l $F $$ $k !# $^ $: !" 1. leapfrog $O symplectic metho d $N $b $C $H $b 4J C1 $J $b $N $N 0l $D $G $" $k !# 2. leapfrog $O symmetric metho d $N $b $C $H $b 4J C1 $J $b $N $N 0l $D $G $" $k !# Symplectic metho d $K $D $$ $F $O !" 0J 2< $N $h $& $J $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k 1. symplectic metho d $O !" $9 $/ $J $/ $H $b $" $k <o $N %O %_ %k %H %K %" %s $K BP $7 $F ;H $C $? >l 9g $K !" $= $l $K 6a $$ JL $N %O %_ %k %H %s 7O $K BP $9 $k 87 L) 2r $r M? $( $k $3 $H $, $" $k !# 2. <~ 4| 2r $r ;} $D %O %_ %k %H %s 7O $K BP $7 $F ;H $C $? >l 9g $K !" $I $s $J NL $G $b 8m :9 $, :G 0- $G ;~ 4V $K Hf Nc $7 $F $7 $+ A} $( $J $$ !# 3. ;~ 4V 9o $r JQ $( $k $H >e $N $h $& $J $3 $H $O @. $j N) $? $J $/ $J $k $3 $l $K BP $7 !" symmetric metho d $K $D $$ $F $O 0J 2< $N $h $& $J $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k 1. <~ 4| 2r $r ;} $D ;~ 4V BP >N $J 7O $K BP $7 $F ;H $C $? >l 9g $K !" $I $s $J NL $G $b 8m :9 $, :G 0- $G ;~ 4V $K Hf Nc $7 $F $7 $+ A} $( $J $$ !# 2. ;~ 4V 9o $r JQ $( $F $b $& $^ $/ $$ $/ $h $& $K $9 $k $3 $H $b =P Mh $k !# 0J 2< !" $^ $: ?t CM Nc $G $3 $l $i $N @- <A $r 3N G’ $7 !" $= $l $+ $i $J $< $3 $N $h $& $J $& $^ $$ @- <A $r ;} $D $N $+ $K $D $$ $F D> 4Q E* $J @b L@ $r M? $( $h $& !J 87 L) $J @b L@ !? >Z L@ $K $O NO 3X 7O $N @Q J, 2D G= @- $K 4X $9 $k $+ $J $j ?< $$ CN <1 $, I, MW $H $J $k !K !# :# =5 $O %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $r 07 $& !#

12.4. ?t CM Nc 65 12.4 ?t CM Nc 12.4.1 D4 OB ?6 F0 ;R G= =q $- $r J9 $$ $F $$ $F $b NI $/ $o $+ $i $J $$ $N $G !" <B Nc $r 8+ $F $_ $h $& !# $^ $: !" 4J C1 $J Nc $H $7 $F D4 OB ?6 F0 ;R d 2 x dt 2 = � x (12.15) $r leap frog $H 2 3, $N %k %s %2 %/ %C %? $G 2r $$ $? Nc $r <( $9 !# =i 4| >r 7o $O ( x; v ) = (1 ; 0) $G !" ;~ 4V 9o $_ $O 1 = 4 $G $" $k !# 50 F; $H %( %M %k %. !< $r ?^ $K <( $9 !# Hs >o $K FC D’ E* $J $N $O !" leap frog $G $O %( %M %k %. !< $, <~ 4| E* $K $7 $+ JQ 2= $7 $J $$ $N $K BP $7 !" %k %s %2 %/ %C %? $G $O C1 D4 $K A} $( $F $$ $k $3 $H $G $" $k !# ?^ 12.1: D4 OB ?6 F0 ;R $N ?t CM @Q J, !# :8 !’ 50 F; !# 1& !’ %( %M %k %. !< !# GK @~ $O 2 <! $N %k %s %2 %/ %C %? !" <B @~ $O leapfrog $N 7k 2L %k %s %2 %/ %C %? $G $O C1 D4 $K JQ 2= $9 $k $H $$ $& $N $O A0 $K @b L@ $7 $? DL $j !J 2 3, $N %k %s %2 %/ %C %? $G $O 5u <4 $r 0B Dj NN 0h $K 4^ $^ $J $$ $? $a !K $G $" $k !# $5 $F !" $3 $l $K BP $7 !" leapfrog $G $O %( %M %k %. !< $, JQ 2= $7 $F $$ $J $$ $, !" $3 $l $O $I $& $$ $& $3 $H $J $N $G $" $m $& !) <B $O !" $3 $N D4 OB ?6 F0 ;R $N >l 9g $K $O !" leapfrog 8x <0 $O 0J 2< $N NL H 0 = 1 2 ( x 2 + v 2 ) � h 2 4 x 2 (12.16) $r J] B8 $9 $k $H $$ $& $3 $H $r 3N $+ $a $k $3 $H $, =P Mh $k !# $D $^ $j !" ( x; v ) $G M? $( $i $l $k 0L Aj J? LL $N >e $G 9M $( $k $H !" leapfrog 8x <0 $N 2r $O >e $N <0 $G M? $( $i $l $k BJ 1_ $N >e $K $N $C $F $$ $k $N $G $" $k !# $3 $N $? $a $K !" %( %M %k %. !< $N 8m :9 $, $" $k CM $h $j $b Bg $- $/ $J $j F@ $J $$ $3 $H $K $J $k !#

66 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! 12.4.2 Hs @~ 7A ?6 F0 $G $O !" Hs @~ 7A ?6 F0 $G $O $I $& $@ $m $& !) 4J C1 $J Nc $H $7 $F d 2 x dt 2 = � x 3 (12.17) $r leap frog $H 2 3, $N %k %s %2 %/ %C %? $G 2r $$ $? Nc $r <( $9 !# =i 4| >r 7o $O ( x; v ) = (1 ; 0) $G !" ;~ 4V 9o $_ $O 1 = 8 $G $" $k !# 50 F; $H %( %M %k %. !< $r ?^ $K <( $9 !# D4 OB ?6 F0 $N >l 9g $H F1 MM $K !" leap frog $G $O %( %M %k %. !< $, <~ 4| E* $K $7 $+ JQ 2= $7 $J $$ $N $K BP $7 !" %k %s %2 %/ %C %? $G $O C1 D4 $K A} $( $F $$ $k !# ?^ 12.2: Hs @~ 7A ?6 F0 $N ?t CM @Q J, !# :8 !’ 50 F; !# 1& !’ %( %M %k %. !< !# GK @~ $O 2 <! $N %k %s %2 %/ %C %? !" <B @~ $O leapfrog $N 7k 2L $3 $N >l 9g $b J] B8 NL $, $" $k $N $G !" 4h D% $l $P 5a $^ $k $+ $b $7 $l $J $$ !# 12.5 %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $5 $F !" leapfrog 8x <0 $O !" >e $G 8+ $? $h $& $K %O %_ %k %H %s 7O $K BP $7 $F %( %M %k %. !< 8m :9 $, M- 3& $K N1 $^ $k $H $$ $& Bg $- $J FC D9 $, $" $k !# $, !" 2 <! @: EY $G $7 $+ $J $$ !# $b $C $H 9b <! $N J} K! $O $J $$ $N $@ $m $& $+ !" $^ $? $" $k $H $9 $l $P $I $& $$ $& 86 M} $G :n $l $k $N $@ $m $& $+ !# 9b <! $N J} K! $r 9= @. $9 $k 0l $D $N %" %W %m !< %A $, !" %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $H $$ $o $l $k $b $N $G $" $k !# $3 $l $O $J $K $+ $H $$ $& $H !" @Q J, 8x <0 $, %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ <L A| $K $J $k $h $& $K :n $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $H !" $3 $l $G $O 0U L# $, $o $+ $j $^ $; $s $M !# %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ <L A| $H $O !" $h $& $9 $k $K @5 =‘ JQ 49 $N $3 $H $G $" $k !# @5 =‘ JQ 49 $H $O $J $K $+ $H $$ $& $N $O 2r @O NO 3X $N F~ Lg =q $r $_ $F M_ $7 $$ $, !" D> 4Q E* $K $O !" NO 3X 7O $r IT JQ $K J] $D !" $D $^ $j JQ 49 $^ $( $N :B I8 7O $G 5a $a $? 50 F; $r JQ 49 $7 $? $b $N $H !" JQ 49 8e $N :B I8 7O $G $N NO 3X 7O $N 50 F; $, 87 L) $K F1 $8 $K $J $k $h $& $J $b $N $G $" $k !# %O %_ %k %H %s NO 3X 7O $N 2r $= $N $b $N !J $" $k ;~ 9o t $G $N :B I8 $+ $i !" t + h $G $N :B I8 $K 0\ $9 JQ 49 !K $b %7 %s %W

12.5. %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 67 %l %/ %F %# %C %/ $G $" $k !# $^ $" !" $@ $+ $i !" %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $K $J $C $F $$ $k $h $& $J @Q J, 8x <0 $O !" $= $& $G $J $$ $b $N $K Hf $Y $F $J $s $H $J $/ NO 3X 7O $N @- <A $K $" $C $F $$ $k $h $& $J 5$ $O $9 $k !# $G !" $$ $$ $? $+ $C $? $3 $H $O 2? $+ $C $F $$ $& $H !" >e $N leapfrog 8x <0 $O $3 $N %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ @- $r K~ $? $7 $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $@ $C $? !# >\ $7 $/ $O !" !V ?t M} 2J 3X !W 1995 G/ 6 7n 9f $K $N $C $? 5H ED $K $h $k 2r @b 5- ;v $G $b $_ $F $b $i $& $3 $H $K $7 $F !" $3 $3 $G $O 9b <! $N 8x <0 $K $O $I $s $J $b $N $, $" $k $+ $H $$ $& OC $r $7 $F $* $/ !# 12.5.1 M[ 2r K! M[ 2r K! $N AH $_ N) $F J} $O $$ $m $$ $m $" $k !# 0l $D $O !" RKN 7O $N 8x <0 $G !" 78 ?t $r %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ @- $r K~ $? $9 $h $& $K 7h $a $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $l $O $3 $3 10 G/ $G L5 ?t $K O@ J8 $, $G $? !# 4 <! !" $" $k $$ $O 6 <! $N 8x <0 $H $7 $F $O !" 5H ED $d Nk LZ $K $h $k :n MQ AG J, 2r $K 4p $E $/ 8x <0 $, NI $/ CN $i $l $F $$ $k !# $3 $l $i $N J} K! $N 86 M} $O !" MW $9 $k $K >e $N leap frog $r %? %$ %‘ %9 %F %C %W $r JQ $( $F $$ $/ $D $+ AH 9g $o $; $k $H $$ $& $b $N $G $" $k !# $& $^ $/ %? %$ %‘ %9 %F %C %W $r AH $_ 9g $o $; $k $H 8m :9 $N 9b <! $N 9‘ $r >C $9 $3 $H $, $G $- $k $o $1 $G $" $k !# 3 CJ 4 <! $N 8x <0 !" 7 CJ 6 <! $N 8x <0 Ey $, 5H ED $K $h $C $F F3 $+ $l $F $$ $k !# $J $* !" <B $O M[ 2r K! $O %O %_ %k %H %K %" %s $, T ( p ) + V ( q ) $N 7A $N >l 9g $K $7 $+ ;H $( $J $$ $, !" Bg Dq $N Ld Bj $O $3 $& =q $1 $k $3 $H $O $$ $& $^ $G $b $J $$ $G $" $m $& !# $^ $? !" RKN 7O $N 8x <0 $r NO G$ $; $K 9= @. $9 $k ;n $_ $b $" $j !" 4 <! $+ $i 8 <! $^ $G $N 8x <0 $, :n $i $l $F $$ $k !# 7W ;; @: EY $H $$ $& 4Q E@ $+ $i $O $3 $A $i $N $[ $& $, leapfrog $r AH 9g $o $; $k $b $N $h $j $b 05 E] E* $K $$ $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# 12.5.2 1" 2r K! 1" E* %k %s %2 %/ %C %? $K $D $$ $F $O !" 78 ?t $, $" $k FC JL $J >r 7o $r K~ $? $; $P %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $K $J $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# $$ $m $$ $m $J 8x <0 $, CN $i $l $F $$ $k $, !" FC $K :# $^ $G 2? EY $b $G $F $- $? 1" E* %, %& %9 K! $, <! ?t $K L5 4X 78 $K %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G $" $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# $3 $l $O B> $N 4Q E@ $+ $i $b !V :G NI !W $J 8x <0 $G $" $k $N $G !" $= $l 0J 30 $N J} K! $r ;H $& I, MW $O $= $l $[ $I $J $$ $G $" $m $& !# $J $* !" %O %_ %k %H %s 7O $O Ia DL non-sti� $J $N $G !" C‘ <! Be F~ K! $G <} B+ $5 $; $k $3 $H $, $G $- !" <} B+ $b B. $$ !# 12.5.3 %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $N 0U L# $5 $F !" %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G $" $k $H $$ $& $3 $H $H !" !V NI $$ !W $H $$ $& $3 $H $N 4V $K $O $A $c $s $H $7 $? M} O@ E* $J 4X 78 $, $" $k $N $G $" $m $& $+ !) 0l 1~ $" $k $H $$ $& $3 $H $K $J $C $F $$ $k !# $D $^ $j !" $" $k %O %_ %k %H %K %" %s H $G I= $5 $l $k 7O $r %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $J p <! $N 8x <0 $r ;H $C $F @Q J, $7 $? 2r $O !" JL $N %O %_ %k %H %K %" %s H 0 $G M? $( $i $l $k %7 %9 %F %‘ $N 87 L) 2r $K $J $C $F $$ $F !" H $H H 0 $N 4V $K H = H 0 + h p +1 H p + O ( h p +2 ) (12.18) $H $$ $& 4X 78 $, $" $k !J H 0 $r 5a $a $k ?t Ns $, <} B+ $9 $l $P !K $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# $J $* !" Nc $( $P >e $N D4 OB ?6 F0 ;R $N >l 9g $K $O <B :] $K ?t Ns $, <} B+ $7 !" H 0 $, 5a $^ $C $F $$ $k !# $, !" $3 $l $O 6K $a $F Nc 30 E* $J >l 9g $G !" 0l HL $N >l 9g $K $O <} B+ $9 $k $+ $I $& $+ $b L@ $i $+ $G $O $J $$ $h $& $G $" $k !# <} B+ $9 $k $+ $I $& $+ L@ $i $+ $G $O $J $$ $N $G $O !" ;H $C $F $$ $$ $3 $H $, $" $k $H $$ $& J] >Z $O $J $$ $G $O $J $$ $+ $H ;W

68 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! $& $+ $b $7 $l $J $$ !# M} O@ E* $K $O $= $N DL $j $J $N $G $" $k $, !" <B :] $K $O $$ $m $$ $m $J Ld Bj $K E, MQ $5 $l $F !" => Mh $N J} K! $h $j $b 9b $$ @: EY $, F@ $i $l $k $H $$ $& $3 $H $, 3N G’ $5 $l $F $$ $k !# 12.6 %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $N Ld Bj E@ $H BP 1~ $5 $F !" <0 (12.18) $r $_ $k $H $o $+ $k $h $& $K !" %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $K IU ?o $9 $k %O %_ %k %H %K %" %s H 0 $K $O ;~ 4V 9o $_ h $, F~ $C $F $$ $k !# => $C $F !" h $r $U $i $U $i JQ $( $k $H H 0 $b JQ $o $C $F !" 7k 2L E* $K 5a $^ $C $? ?t CM 2r $O 0l $D $N NO 3X 7O $N 50 F; $G $O $J $$ $J $s $+ JQ $J $b $N $K $J $C $F $7 $^ $& !# $H $$ $& $3 $H $O !" 2D JQ ;~ 4V 9o $_ $K $9 $k $H %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $O $& $^ $/ F/ $+ $J $$ $N $G $O $J $$ $+ $H $$ $& $3 $H $, A[ A| $5 $l $k !# $8 $D $O $= $N DL $j $G !" Nc $( $P %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G Kd $a 9~ $_ 7? $N %k %s %2 %/ %C %? $H $$ $& $b $N $r :n $C $F !" <B :] $K ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $F $_ $? ?M $, $$ $k !# $= $N 7k 2L !" Ia DL $N %k %s %2 %/ %C %? $h $j $b NI $/ $J $i $J $$ $H $$ $& $3 $H $, H/ 8+ $5 $l $? (1992 G/ :" ) !# Ld Bj $K $h $C $F $O $3 $l $O CW L? E* $J 7g 4Y $H $J $k $N $G !" $5 $^ $6 $^ $J BP 1~ K! $, @: NO E* $K 8& 5f $5 $l $F $$ $k $N $, 8= >u $G $" $k !# $, !" $" $^ $j 0l HL E* $K $& $^ $/ $$ $/ J} K! $H $$ $& $N $O 8+ $D $+ $C $F $$ $J $$ $h $& $G $" $k !# $D $^ $j !" sti� $J Ld Bj $N >l 9g $K $" $C $? $h $& $J !" K| G= $J 8x <0 $H $$ $& $N $O %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $K 4X $9 $k 8B $j CN $i $l $F $$ $J $$ !# $J $* !" %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $K $* $$ $F Ia DL $K ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k $H !" $= $l $O %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G $O $J $/ $J $k $H $$ $& $3 $H $, Gear $H Sk eel $K $h $j 0l HL $K >Z L@ $5 $l $F $$ $k !# H‘ $i $N 7k 2L $O !" ;~ 4V 9o $_ $b 4^ $a $F 9M $( $k $H !" <L A| $, ;~ 4V J} 8~ $K OD $s $@ $b $N !J $b $H $N 0L CV $K $h $C $F ;~ 4V 9o $_ $, JQ $o $k $? $a !K $K $J $j !" $= $N $? $a $K 85 $N 8x <0 $, %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G $" $l $P ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k $H I, $: %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G $J $/ $J $k $H $$ $& $b $N $G $" $k !# $= $l $G $O !" ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k $N $O @d BP $K IT 2D G= $+ $H $$ $& $H !" 0J 2< $N $h $& $J 9M $( $+ $? $G $N 8& 5f $, ?J $a $i $l $F $$ $k !# %O %_ %k %H %K %" %s H $r H = H 1 + H 2 + � � � (12.19) $H J# ?t $N 9‘ $N OB $K $o $1 !" $= $l $> $l $K $D $$ $F 0c $& ;~ 4V 9o $_ $r M? $( $k $3 $H $G <B 8z E* $K ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $k $H $$ $& $b $N $G $" $k !# $3 $l $K $D $$ $F $O Mh =5 $+ :F Mh =5 $K $b $& >/ $7 >\ $7 $/ ?( $l $k $3 $H $K $7 $? $$ !# $b $& 0l $D $N %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $N Ld Bj E@ $O !" !V <L A| !W $G $" $k $H $$ $& $3 $H $+ $i 0l CJ K! !" 6q BN E* $K $O %k %s %2 %/ %C %? 7? $N 8x <0 $G $" $k $N $G !" 6I =j 8m :9 $K BP $9 $k 7W ;; NL $H $$ $& 4Q E@ $+ $i $O @~ 7A B? CJ 3, K! $K Hf $Y $F I, $: 0- $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 0l HL $K B? CJ 3, K! $K $D $$ $F %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ @- $N $h $& $J $b $N $, $" $j $( $k $+ $I $& $+ $H $$ $& $N $O !" 8= :_ 8& 5f $, ?J $_ $D $D $" $k $, NI $/ $o $+ $C $F $$ $J $$ !# 12.7 Ld Bj 1. >e $K >R 2p $7 $? 5H ED $K $h $k 2r @b 5- ;v $r ;2 9M $K !" 4 <! $* $h $S 6 <! $N %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $J RK K! $r %W %m %0 %i %‘ $7 $F $_ $h !# $^ $? !" =q $$ $? %W %m %0 %i %‘ $r ;H $C $F � 0l <! 85 D4 OB ?6 F0 ;R � %1 %W %i !< Ld Bj $J $I !" 87 L) 2r $N $o $+ $C $F $$ $k %O %_ %k %H %s 7O $N ?t CM 2r $r 5a $a !" FC $K D9 ;~ 4V @Q J, $N ;~ $N 8m :9 $r %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ $G $J $$ 8x <0 $G $N 2r $H Hf 3S $; $h !# $^ $? !" %9 %F %C %W %5 %$ %: $H @Q J, ;~ 4V $X $N 8m :9 $N 0M B8 @- $r <B 83 E* $K 5a $a !" M} O@ E* $K M= B, $5 $l $k 7k 2L $H $" $& $+ $I $& $+ D4 $Y $h !#

12.8. BP >N 7? 8x <0 69 2. 2 <! $* $h $S 4 <! $N 1" E* %, %& %9 K! $K $D $$ $F F1 MM $J $3 $H $r ;n $_ $h !# 12.8 BP >N 7? 8x <0 12.8.1 BP >N 7? 8x <0 $H $O $5 $F !" $^ $: BP >N 7? 8x <0 $H $O $J $K $+ $H $$ $& $3 $H $@ $, !" $^ $: ;~ 4V H? E> $K BP $9 $k BP >N @- $H $$ $& $b $N $r Dj 5A $7 $F $* $3 $& !# ;~ 4V H? E> $K BP $9 $k BP >N @- $H $O !" >o Hy J, J} Dx <0 dy dx = f ( x; y ) (12.20) $K BP $9 $k 0l CJ K! y i +1 = F ( x i ; y i ; f ; � x ) (12.21) $, !" y i = F ( x i +1 ; y i +1 ; � f ; � x ) (12.22) $r K~ $? $9 $3 $H !" $D $^ $j !" D> 4Q E* $K $O !" $" $k Hy J, J} Dx <0 7O $, $" $C $F !" $= $l $r 1 %9 %F %C %W J, ?t CM 2r $r 5a $a $? $H $9 $k !# $G !" $= $3 $+ $i 5U $K La $k $H 87 L) $K 85 $N CM $K La $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# !J $3 $3 $G $O 4] $a 8m :9 $O $J $$ $b $N $H $9 $k !K $G !" 0l CJ K! $N >l 9g $K $O !" $3 $N 0U L# $G BP >N $J $b $N $r BP >N 7? 8x <0 $H $$ $& $3 $H $K $9 $k !# 6q BN Nc $G 9M $( $F $_ $h $& !# Nc $( $P A0 ?J %* %$ %i !< K! $O BP >N 7? $G $O $J $$ !# $3 $l $O !" $$ $C $? @h $G F3 4X ?t $r 7W ;; $9 $l $P !" 0l HL $K $b $H $N $H $3 $m $G $N F3 4X ?t $H $O 0c $& $+ $i Ev A3 $G $" $m $& !# A0 ?J %* %$ %i !< K! $, BP >N $G $O $J $$ $N $@ $+ $i !" $= $N 5U <L A| $G $" $k 8e B‘ %* %$ %i !< K! $b BP >N 7? $G $O $J $$ $3 $H $K $J $k !# $G $O !" BP >N 7? $K $O $I $& $$ $& $b $N $, $" $k $+ $H $$ $& $3 $H $@ $, !" L@ $i $+ $K BP >N 7? $G $" $k $b $N $H $7 $F $O !" Bf 7A 8x <0 y i +1 = y i + h 2 ( f i + f i +1 ) (12.23) $, $" $k !# $3 $l $, >e $N BP >N @- $r K~ $? $7 $F $$ $k $3 $H $O $$ $& $^ $G $b $J $$ !# $5 $F !" $J $< $3 $N 7? $N 8x <0 $r 9M $( $k $+ $H $$ $& $3 $H $G $" $k $, !" $3 $l $O <B $O $= $l $[ $I 4J C1 $J OC $G $O $J $$ !# <B 83 E* $K $O 0J 2< $N $h $& $J $3 $H $, CN $i $l $F $$ $k !# � %O %_ %k %H %s 7O $K BP $7 $F BP >N 7? 8x <0 $r ;H $C $? >l 9g !" %( %M %k %. !< $d 3Q 1? F0 NL $J $I $N J] B8 NL $N 8m :9 $, $" $k HO 0O Fb $K $H $I $^ $k � ;~ 4V 9o $_ $r JQ $( $F $b >e $N @- <A $r J] $D $3 $H $, =P Mh $k A0 $N $[ $& $N @- <A $O %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $H F1 $8 $G $" $k $, !" 8e $N J} $N @- <A $O %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $h $j $b $" $k 0U L# $G $h $$ $b $N $G $" $k !# M} O@ E* $J OC $O Mh =5 $K 2s $7 $F !" :# F| $O $H $j $" $( $: BP >N 7? 8x <0 $K $O $I $s $J $b $N $, $" $k $+ $H $$ $& OC $r $7 $F $* $3 $& !# $5 $F !" 0l 3, $N J} Dx <0 $K BP $9 $k 0l CJ K! $H $$ $& @) 8B $r $D $1 $? >l 9g !" $D $^ $j !" %k %s %2 %/ %C %? K! $N >l 9g !" BP >N $J 8x <0 $O $+ $J $i $: 1" E* 8x <0 $K $J $k !# 5U $K !" 1" E* 8x <0 $G $" $l $P BP >N 7? $N $b $N $r :n $k $N $O MF 0W $G $" $k !# $D $^ $j !" %k %s %2 %/ %C %? K! $r M? $( $k 9T Ns A $H $+ %Y %/ %H %k b , c $, BP >N $K $J $C $F $$ $l $P $$ $$ !#

70 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! 2? EY $b $G $F $- $? $N $G M= A[ $5 $l $k $+ $b $7 $l $J $$ $, !" 1" E* %, %& %9 K! $O BP >N 7? 8x <0 $G $b $" $k !# 0l 3, $N 7O $K BP $9 $k 0l CJ K! $G $O !" $= $& $$ $& $o $1 $G $9 $G $K >R 2p $7 $F $- $? 1" E* RK $N $[ $+ $K $& $^ $$ J} K! $, $" $k $o $1 $G $O $J $$ !# $= $l $G $O !" � %O %_ %k %H %s 7O @l MQ $N 2r K! $G $O $I $& $@ $m $& $+ � B? CJ K! $G $O $I $& $J $C $F $$ $k $N $@ $m $& � $= $l 0J 30 $N J} K! $O $J $$ $N $@ $m $& $+ 0J 2< !" =g HV $K 9M $( $F $$ $/ $3 $H $K $9 $k !# 12.8.2 %O %_ %k %H %s 7O MQ $N M[ E* BP >N 7? RK 8x <0 <B $O !" A0 2s $K $9 $G $K =R $Y $? $h $& $K !" leapfrog 8x <0 $O BP >N 7? $G $" $j $7 $+ $b M[ 8x <0 $G $" $k !# $G !" A0 2s >R 2p $7 $? leapfrog $N AH 9g $o $; $G :n $i $l $k 8x <0 $b !" <B $O $9 $Y $F BP >N 7? $K $J $C $F $$ $k !# 12.8.3 BP >N 7? @~ 7A B? CJ K! $5 $F !" 0l CJ K! $H $$ $& OH $r 30 $7 $F $_ $h $& !# 2 3, $N J} Dx <0 MQ $N @~ 7A B? CJ 3, K! $H $7 $F $O !" $9 $G $K Stormer- Co w ell K! $K $D $$ $F =R $Y $? !# $, !" $3 $l $O BP >N 7? $G $O $J $$ !# $H $$ $& $h $& $J $3 $H $r $$ $& A0 $K !" @~ 7A B? CJ 3, K! $K BP $9 $k BP >N @- $N Dj 5A $r M? $( $k I, MW $, $" $k !# $3 $3 $G $O !" 0J 2< $N $h $& $K Dj 5A $7 $F $* $3 $& !# 2 3, $N J} Dx <0 MQ $N @~ 7A B? CJ 3, K! $O !" 0l HL $K � 0 x i + p + � � � � p x i = h 2 ( � 0 f i + p + � � � � p f i ) (12.24) $H $$ $& 7A $K =q $/ $3 $H $, $G $- $k !# � 0 = 0 $J $i M[ E* $G $" $k $7 !" $= $& $G $J $1 $l $P 1" E* 8x <0 $G $" $k !# $3 $3 $G !" BP >N 7? $G $" $k $H $O !" 78 ?t $, � i = � p � i ; � i = � p � i (12.25) $r K~ $? $9 $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# leap frog $r $3 $N 7A $K $7 $? $b $N $O !" A0 $K =P $F $- $? DL $j x i +1 � 2 x i + x i � 1 = h 2 f i (12.26) $H $$ $& $b $N $G $" $j !" $3 $l $, >e $N BP >N @- $N Dj 5A $r K~ $? $7 $F $$ $k $3 $H $O $$ $& $^ $G $b $J $$ $G $" $m $& !# >e $N 0U L# $G BP >N $J 8x <0 $O !" <B :] $K ;~ 4V H? E> $K BP $7 $F BP >N $G $" $k $H $$ $& $3 $H $K Cm 0U $7 $F $* $3 $& !# $D $^ $j !" ( x i ; :::x i + p � 1 ) $+ $i >e $N <0 $G x i + p $r 5a $a $? $H $9 $k !# ;~ 4V $r 5U E> $5 $; $? 2r $r 9M $( $F !" ( x i + p ; :::x i +1 ) $+ $i x i $r 5a $a $k $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $b !" ;H $& <0 $, ;~ 4V $, 5U E> $7 $F $$ $J $$ $b $N $H F1 $8 $K $J $C $F $$ $k $N $G $" $k !# Stormer-Co w ell $, BP >N $G $O $J $$ $H $$ $& $N $O $3 $N 0U L# !" $D $^ $j !" ( x i ; :::x i + p � 1 ) $+ $i x i + p $r 5a $a $k <0 $H ( x i + p ; :::x i +1 ) $+ $i x i $r 5a $a $k <0 $, F1 $8 $b $N $G $O $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N $h $& $J 8x <0 $O !" 1970 G/ Be $+ $i CN $i $l $F $$ $? $, !" Cm L\ $5 $l $k $h $& $K $J $C $? $N $O 1990 G/ Be $K F~ $C $F $+ $i $G $" $k !# FC $K %H %m %s %H Bg $N Quinlan, T remaine $i $, 14 <! $^ $G $N BP >N 7? 8x <0 $r F3 $$ $? !# I= 12.1 $K $= $N CM $r <( $7 $F $* $/ !# $J $* !" Hs >o $K :G 6a !J :# G/ !K $K $J $C $F !" 9q N) E7 J8 Bf $N J! Eg $K $h $C $F !" Quinlan & T remaine $K $h $k $b $N $h $j $b $O $k $+ $K NI $$ @- <A $r ;} $D $b $N $, F3 $+ $l $F $$ $k !# $3 $l $K $D $$ $F $O 86 M} $b 9g $o $; $F 8e $G ?( $l $k !#

12.8. BP >N 7? 8x <0 71 I= 12.1: Quinlan & T remaine 1990 $K $h $k BP >N 7? 8x <0 $N 78 ?t 12.8.4 %( %k %_ !< %H 7? 8x <0 0l HL $K BP >N 7? $H $$ $& $o $1 $G $O $J $$ $, !" 4 <! $N BP >N 7? 8x <0 $r F3 $/ FC JL $J J} K! $H $7 $F %( %k %_ !< %H 7? !J $" $k $$ $O %( %k %_ !< %H !& %* %V %l %R %[ %U 7? !K $H 8F $P $l $k 8x <0 $N %/ %i %9 $K $D $$ $F $3 $3 $G ?( $l $F $* $3 $& !# %( %k %_ !< %H 7? 8x <0 $O !" @~ 7A B? CJ 3, K! $N %" %@ %‘ %9 7? 8x <0 $N 0l $D $N 0l HL 2= $G $" $k !# $I $N $h $& $J 0U L# $K $* $$ $F 0l HL 2= $G $" $k $+ $H $$ $& $H !" %" %@ %‘ %9 7? $H F1 $8 $h $& $K Jd 4V B? 9‘ <0 $r @Q J, $9 $k $3 $H $G ?7 $7 $$ ;~ 9o $G $N CM $r 5a $a $k $H $3 $m $O F1 $8 $G $" $k !# 0c $& $H $3 $m $O !" %" %@ %‘ %9 7? 8x <0 $G $O Jd 4V B? 9‘ <0 $r :n $k $N $K 4X ?t $N CM $r ;H $& !J %i %0 %i %s %8 %e !& %K %e !< %H %s Jd 4V !K $, !" %( %k %_ !< %H 7? 8x <0 $G $O !" 4X ?t $N F3 4X ?t $N CM $b ;H $& $N $G $" $k !J %( %k %_ !< %H Jd 4V !K !# $b $C $H $b C1 =c $J H/ A[ $H $7 $F $O !" %F %$ %i !< K! $H $$ $& $b $N $, $" $k !# $D $^ $j !" Hy J, J} Dx <0 dy dx = f ( x; y ) (12.27) $H $$ $& $b $N $, $" $C $? $H $7 $? $i !" d f dx = @ f @ x + @ f @ y dy dx (12.28) $H $$ $& 4X 78 <0 $r ;H $C $F f $N A4 Hy J, $r 5a $a $k $3 $H $, =P Mh !" F1 MM $K 9b <! $N F3 4X ?t $b $I $s $I $s 7W ;; $7 $F $$ $/ $3 $H $, =P Mh $k !J Hy J, $, <0 $G =q $1 $l $P !K !# $3 $l $i $r ;H $C $F D> @\ %F %$ %i !< 5i ?t $r I> 2A $7 $F 6a ;w 2r $r 5a $a $k $N $G $" $k !# 9b <! $N F3 4X ?t $, 4J C1 $K 5a $a $i $l $k >l 9g !J Nc $( $P @~ 7A $J 7O $H $+ !K $K $O !" $3 $N J} K! $O $+ $J $j 6/ NO $G $" $k !# @~ 7A B? CJ 3, K! $d %k %s %2 %/ %C %? $K Hf $Y $F 8m :9 9‘ $N 78 ?t $, $: $C $H >. $5 $/ !" %? %$ %‘ %9 %F %C %W $, Bg $- $/ $H $l $k $+ $i $G $" $k !# $, !" B? $/ $N Ld Bj $K $* $$ $F !" 9b 3, F3 4X ?t $N D> @\ 7W ;; $O 8= <B E* $G $O $J $$ !# $3 $l $O !" 7W ;; NL $, ;X ?t 4X ?t E* $K Gz H/ $9 $k $N $, Ia DL $@ $+ $i $G $" $k !# $H $O $$ $( !" f $N 0l 3, F3 4X ?t $d Fs 3, F3 4X ?t $/ $i $$ $J $i $P ;X ?t 4X ?t E* $H $$ $C $F $b $? $+ $, $7 $l $F $$ $k !# $7 $+ $7 $J $, $i !" $3 $l $G $O %F %$ %i !< K! $G $O 2 <! $d 3 <! $N 8x <0 $7 $+ :n $l $J $$ !# <B MQ E* $J 8x <0 $H $7 $F $O !" !J leap frog $N $h $& $J FC JL $K NI $$ @- <A $r $b $C $F $$ $k $H $+ $$ $& $N $G $J $1 $l $P !K $b $& $A $g $C $H 9b <! $N $b $N $, I, MW $G $" $k !# $= $3 $G 9M $( $i $l $k $N $, !" 9b 3, F3 4X ?t $r ;H $C $F $5 $i $K %k %s %2 !& %/ %C %? 7? $H $+ @~ 7A B? CJ 3, K! $N $h $& $J 8x <0 $r :n $k $3 $H $G $" $k !# Nc $K $h $C $F $b $C $H $b 4J C1 $J >l 9g $H $$ $& $N $r 9M $( $k $H !" $= $l $O y i $H y i +1 $N $H

72 Bh 12 >O %O %_ %k %H %s 7O $H $= $N $? $a $N 2r K! $3 $m $G f $N 0l 3, F3 4X ?t $N CM $r ;H $& $b $N !J 9b <! F3 4X ?t $r ;H $o $J $$ $b $N $G $" $l $P Bf 7A 8x <0 $K Aj Ev !K $N 0l HL 2= $H $$ $& $3 $H $K $J $m $& !# Bf 7A 8x <0 $O !" 2 <! $N 1" E* %" %@ %‘ %9 7? 8x <0 $H 9M $( $k $3 $H $, $G $- $k !# $D $^ $j !" f $r @~ 7A Jd 4V $7 $F $= $l $r @Q J, $7 $F $$ $k $o $1 $G $" $k !# $3 $l $K BP $7 !" f $H f 0 = d f =dx $r ;H $& Jd 4V $H $$ $& $N $O $I $& $$ $& $b $N $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k $H !" $3 $l $O 3 <! B? 9‘ <0 $r 9= @. $G $- $k $3 $H $, $o $+ $k !# 6q BN E* $K $O !" F3 4X ?t $N 6a ;w B? 9‘ <0 $r f ( x 0 + h ) = f 0 + ah + b 2 h 2 + c 3! h 3 (12.29) $H $7 $? $H $- !" a = f 0 0 b = � 6( f 0 � f 1 ) � 2� x (2 f 0 0 + f 0 1 ) � x 2 c = 12( f 0 � f 1 ) + 6� x ( f 0 0 + f 0 1 ) � x 3 (12.30) $H $$ $& 7A $G 78 ?t $r 5a $a $k $3 $H $, =P Mh $k !# $5 $i $K !" >e $N 6a ;w B? 9‘ <0 $r @Q J, $7 $F $d $l $P !" 7k 6I x 1 = x 0 + h 2 ( f 0 + f 1 ) + h 2 12 ( f 0 0 � f 0 1 ) (12.31) $H $$ $& 7A $N 8x <0 $, F@ $i $l $k !# $3 $l $O Bf 7A 8x <0 $H F1 $8 $/ 1" E* 8x <0 $G $" $k !# BP >N 7? $G $" $k $3 $H $O L@ $i $+ $G $" $m $& !# $3 $N 8x <0 $O <B Au $, 4J C1 $G $" $k $o $j $K $O @: EY $, 9b $/ !" $^ $? BP >N 7? $G $" $k $H $$ $& $h $$ @- <A $r $b $D $3 $H $b $" $j !" NI $/ ;H $o $l $k $h $& $K $J $j $D $D $" $k $h $& $G $" $k !# <} B+ $5 $; $k $? $a $N H? I| $K $O Ia DL $N C‘ <! Be F~ $, ;H $( $k !# 12.8.5 BP >N 7? 0l CJ 8x <0 $K $* $1 $k ;~ 4V 9o $_ $N JQ 99 BP >N 7? 0l CJ 8x <0 $K $O !" BP >N @- $r J] $C $? $^ $^ $G ;~ 4V 9o $_ $r JQ 99 $G $- $k $H $$ $& %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $G $O !J Ia DL $N 0U L# $G $O !K $J $+ $C $? NI $$ @- <A $, $" $k !# 0J 2< $G $O !" $I $N $h $& $K $7 $F $= $l $, 2D G= $G $" $k $+ $r 4J C1 $K =R $Y $F $* $/ !# :# !" G$ 0U $N BP >N 7? 0l CJ K! $, $" $C $F !" $= $N ;~ 4V 9o $_ $r M? $( $k 4X ?t $H $7 $F h ( x; y ) $, M? $( $i $l $F $$ $k $H $9 $k !# $3 $3 $G h ( x; y ) $O $J $s $G $b $$ $$ $, !" $3 $l $b 0l CJ K! $G $" $k !" $D $^ $j A0 $N %9 %F %C %W $N CM $H $+ $r I, MW $H $7 $J $$ $b $N $G $" $k $H $9 $k !# 0l HL $K !" h ( x; y ) $K $h $C $F 9o $_ I} $r 7h $a $F 5a $a $F $$ $C $? ?t CM 2r $O !" ;~ 4V H? E> $K BP $9 $k BP >N @- $r K~ $? $7 $F $$ $J $$ !# $D $^ $j !" 1 %9 %F %C %W @Q J, $7 $F $+ $i !" 5U $K La $9 $H !" %? %$ %‘ %9 %F %C %W $, JQ $o $C $F $7 $^ $& $? $a $K $b $H $N $H $3 $m $K La $i $J $$ !# $3 $N $3 $H $N $? $a $K !" Nc $( $P <~ 4| 50 F; $N >l 9g $K 8m :9 $, <~ 4| E* $K $J $i $J $$ $H $$ $& $3 $H $, 5/ $3 $k $o $1 $G $" $k !# 9o $_ I} $r JQ $( $D $D ;~ 4V H? E> $K BP $9 $k BP >N @- $r J] $D 0l $D $N J} K! $O !J $3 $l 0J 30 $N J} K! $b $" $k $+ $b $7 $l $J $$ $, !" :# $N $H $3 $m CN $i $l $F $$ $J $$ !K !" h ( x; y ) <+ BN $K BP >N @- $r ;} $? $; $k $3 $H $G $" $k !# $D $^ $j !" 0l CJ K! $r y 1 = y 0 + h ( x 0 ; y 0 ) F ( x 0 ; y 0 ) (12.32) $H $$ $& 7A $K =q $$ $? ;~ !" h ( x 0 ; y 0 ) = h ( x 1 ; y 1 ) (12.33)

12.8. BP >N 7? 8x <0 73 $, $J $j $? $D $3 $H $r J] >Z $9 $k $h $& $K h $r 7h $a $k $N $G $" $k !# 6q BN E* $K $O !" >e $N BP >N @- $, @. $j N) $C $F $$ $J $$ $h $& $J ;~ 4V 9o $_ $N <0 h $, $" $C $? ;~ $K !" h s = h ( x 0 ; y 0 ) + h ( x 1 ; y 1 ) 2 (12.34) $K $h $C $F BP >N 2= $7 $? ;~ 4V 9o $_ $r :n $l $P $$ $$ $3 $H $K $J $k !# $3 $N >l 9g ;~ 4V 9o $_ <+ BN $, 1" E* $K 7h $^ $k $3 $H $K $J $k $, !" $H $K $+ $/ BP >N @- $H $$ $& MW 5a $O K~ $? $5 $l $k $N $G $" $k !# 12.8.6 BP >N 7? 0l CJ 8x <0 $K $* $1 $k ;~ 4V 9o $_ $N JQ 99 : JL $N %" %W %m !< %A $5 $F !" ;~ 4V 9o $_ $N JQ 99 $K $O $b $& 0l $D A4 $/ 0c $C $? %" %W %m !< %A $, $" $k !# h ( x; y ) $, ;~ 4V 9o $_ $r M? $( $k 4X ?t $G $" $k $H $9 $k $H !" ?7 $7 $$ FH N) JQ ?t s $r ds = h ( x; y ) dx (12.35) $K $h $C $F F3 F~ $7 !" 85 $N Hy J, J} Dx <0 dy dx = f ( x; y ) (12.36) $r s $r FH N) JQ ?t $H $7 $F =q $- D> $9 !# x $O $$ $^ $d => B0 JQ ?t $J $N $G !" J} Dx <0 dx ds = 1 h ( x; y ) (12.37) $r @Q J, $7 $F 5a $a $k I, MW $, $" $k $, !" $3 $N JQ 49 $5 $l $? J} Dx <0 $O s $N 9o $_ I} 0l Dj $G 2r $1 $k $3 $H $K $J $k !# $3 $N >l 9g $K $O ;~ 4V 9o $_ $r 1" E* $K 7h $a $k I, MW $O $J $$ !# $, !" $3 $N J} K! $r ;H $C $? >l 9g !" %j !< %W %U %m %C %0 $N $h $& $J M[ E* J} K! $O B? $/ $N >l 9g $K ;H $( $J $$ !# $3 $l $O !" JQ 49 $7 $? $" $H $N 7O $O %O %_ %k %H %s 7O $K $J $k $H $$ $& J] >Z $O $J $$ $7 !" $= $& $J $k $h $& $K JQ 49 $r A* $s $@ $H $7 $F $b %O %_ %k %H %K %" %s $, %j !< %W %U %m %C %0 $, ;H $( $k FC JL $J 7A !J p $H q $, J, N% $7 $F $$ $k $b $N !K $K $J $k $H $O 8B $i $J $$ $+ $i $G $" $k !# $5 $i $K !" 85 $N J} Dx <0 $r =q $- D> $9 I, MW $, $" $k $N $G !" %W %m %0 %i %‘ $r =q $/ $N $O 7k 9= Bg JQ $J :n 6H $K $J $k $3 $H $, B? $$ $H $$ $& $3 $H $b !" $3 $N J} K! $N Ld Bj E@ $G $O $" $k !# $H $$ $& $o $1 $G !" A0 $N ;~ 4V 9o $_ $r 1" E* $K JQ $( $k J} K! $H $I $A $i $, $$ $$ $+ $O ;~ $H >l 9g $K $h $k !# ;~ 4V 9o $_ $N 4X ?t h ( x; y ) $, 4J C1 $J $b $N $G NI $1 $l $P !" J} Dx <0 $N =q 49 $( $b C1 =c $G $" $j $3 $C $A $N J} K! $N J} $, NI $$ 7k 2L $, F@ $i $l $k !# $, !" h $, 4J C1 $G $O $J $$ >l 9g !J Nc $( $P !" Kd $a 9~ $_ 7? RK 8x <0 $+ $i 8m :9 ?d Dj $, F@ $i $l !" $= $l $r 0l Dj CM $K J] $D $h $& $K 9o $_ $r 7h $a $k !K $K $O !" A0 @a $G =R $Y $? J} K! $r ;H $& $7 $+ $J $$ !#

75 Bh 13 >O %O %_ %k %H %s 7O MQ $N 2r K! $N 0B Dj @- $H !V @5 $7 $5 !W 13.1 @~ 7A 0B Dj @- $H P- 0B Dj %O %_ %k %H %s 7O $N 0B Dj @- $H $+ $$ $C $F $b !" 0l HL E* $J 5D O@ $, $= $s $J $K $G $- $k $o $1 $G $O $J $/ $F !" B? MM $J ?t CM @Q J, K! $K BP $9 $k 0B Dj @- $N $A $c $s $H $7 $? 2r @O $, =P Mh $F $$ $k $N $O 7k 6I @~ 7A $N Ld Bj !J D4 OB ?6 F0 !K $N >l 9g $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $H $$ $& $o $1 $G !" $^ $: !" D4 OB ?6 F0 $N >l 9g $N M} O@ $N OH AH $K $D $$ $F @b L@ $7 $F $* $3 $& !# 13.1.1 B? CJ 3, K! $K BP $9 $k <~ 4| @- 6h 4V $^ $: !" @h =5 >R 2p $7 $? BP >N 7? B? CJ 3, K! $K $D $$ $F !" @~ 7A 0B Dj @- $N 0U L# $r $" $- $i $+ $K $7 $F $* $3 $& !# 0l 3, $N J} Dx <0 $N >l 9g $K $O !" @~ 7A 0B Dj @- $H $O @~ 7A J} Dx <0 $N 2r $, $$ $D $+ $O 86 E@ $K 8~ $+ $& $3 $H !" $D $^ $j !" @~ 7A $N J} Dx <0 $K BP 1~ $9 $k :9 J, J} Dx <0 $N 2r $N <B It $, Ii $G $" $k $H $$ $& $3 $H $G $" $C $? !# $7 $+ $7 !" %O %_ %k %H %s 7O $N >l 9g $K $O $3 $l $, ?t CM 2r $, $b $H $N 2r $r I= 8= $7 $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $N E, @Z $J >r 7o $H $O $$ $$ Fq $$ $H $$ $& $N $O $9 $G $K =R $Y $? DL $j $G $" $k !# $H $$ $& $N $O !" D4 OB ?6 F0 $N >l 9g $G $O L@ $i $+ $J $h $& $K !" ?? $N 2r $H $$ $& $N $O L5 8B $K ?6 F0 $, B3 $/ $N $K BP $7 !" @~ 7A 0B Dj @- $N 0U L# $G 0B Dj $J ?t CM 2r $O 86 E@ $K $‘ $+ $C $F Mn $A $F $$ $/ $3 $H $K $J $k $+ $i $G $" $k !# $3 $N $? $a !" Nc $( $P %( %M %k %. !< $O J] B8 $7 F@ $J $$ !# $H $$ $& $o $1 $G !" D4 OB ?6 F0 $N J} Dx <0 d 2 x dt 2 = � ! 2 0 x (13.1) $K !" !J 2 3, $N J} Dx <0 MQ $N !K B? CJ 3, K! � 0 x i + p + � � � � p x i = h 2 ( � 0 f i + p + � � � � p f i ) (13.2) $r E, MQ $7 $? >l 9g $N 2r $K $D $$ $F 9M $( $F $_ $k !# :# !" H = h! 0 (13.3) $H $* $1 $P !" ?t CM 2r K! $+ $i F@ $i $l $k :9 J, J} Dx <0 $O p X i =0 ( � i + H 2 � i ) x n � i = 0 (13.4) $H =q $/ $3 $H $, $G $- $k !# $3 $N :9 J, J} Dx <0 $N 0l HL 2r $O !" x n = p X s =1 A s r n s (13.5) $3 $3 $G !" r s $O Be ?t J} Dx <0 ( r; H 2 ) = � ( r ) + H 2 � ( r ) = 0 (13.6)

76 Bh 13 >O %O %_ %k %H %s 7O MQ $N 2r K! $N 0B Dj @- $H !V @5 $7 $5 !W $N 2r $G $" $j !" � $H � $O $= $l $> $l Bh 0l FC @- B? 9‘ <0 !" Bh Fs FC @- B? 9‘ <0 $H $h $P $l $k $b $N $G $" $j !" Dj 5A $O � ( r ) = p X i =0 � i r p � i � ( r ) = p X i =0 � i r p � i $G $" $k !# $J $* !" LL E] $J $N $G J} Dx <0 (13.6) $O =E :, $r ;} $? $J $$ $H $$ $& $3 $H $K $7 $F $* $/ !# $5 $F !" 0l HL 2r $, (13.5) $N 7A $G M? $( $i $l $k $H $$ $& $3 $H $O !" $D $^ $j !" ?t CM 2r $, 0l Dj $N ?6 I} $G ?6 F0 $r B3 $1 $k $? $a $N >r 7o $O !" J} Dx <0 (13.6) $N $9 $Y $F $N 2r $N @d BP CM $, 1 $K Ey $7 $$ !" $D $^ $j j r s j = 1 (13.7) $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $= $s $J ET 9g $N $$ $$ $3 $H $, K\ Ev $K $" $k $N $@ $m $& $+ !) 13.1.2 Nc !’ leapfrog 8x <0 $H $$ $& $o $1 $G !" Nc $K $h $C $F leap frog 8x <0 x i +2 � 2 x i +1 + x i = h 2 f i (13.8) $K E, MQ $7 $F $_ $k $3 $H $K $9 $k !# � ( r ) = r 2 � 2 r + 1 � ( r ) = r (13.9) $H $J $k $N $G !" 2 � = 2 � H 2 $H $* $1 $P !" J} Dx <0 (13.6) $O r 2 � 2 � r + 1 = 0 (13.10) $H $J $k !# $3 $l $K $D $$ $F $O !" $9 $0 $K $o $+ $k $h $& $K J# AG ?t 2r $N @d BP CM $O $+ $J $i $: 1 $J $N $G !" 2r $N @d BP CM $, 1 $G $" $k >r 7o $H $$ $& $N $O C1 $K J# AG ?t 2r $r $b $D >r 7o $H $$ $& $3 $H $K $J $j !" >/ $7 7W ;; $9 $l $P 0 � H 2 � 4 (13.11) $G $" $l $P $h $$ $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# $D $^ $j !" h! 0 � 2 $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# => $C $F !" <~ 4| $N 1/3 $h $j >/ $7 >. $5 $$ $/ $i $$ $N 9o $_ I} $r $H $C $F $* $1 $P !" 2r $, ?6 F0 E* $G $" $k $H $$ $& @- <A $, J] B8 $5 $l $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $k !# $J $* !" >e $N !" 2r $N @d BP CM $, 1 $G $" $k $h $& $J H $N NN 0h $r !" <~ 4| @- 6h 4V in terv al of p erio dicit y $H $$ $& !# 13.1.3 P- 0B Dj @- $5 $F !" @~ 7A 0B Dj @- $N ;~ $K A- 0B Dj @- $H $$ $& 35 G0 $r F3 F~ $7 $? $h $& $K !" <~ 4| @- $K $D $$ $F $b F1 MM $J $3 $H $, 9M $( $i $l $h $& !# $D $^ $j !" <~ 4| @- 6h 4V $, Hs Ii $N <B ?t <4 A4 BN $r 4^ $‘ $H $$ $& $3 $H $r FC $K P- 0B Dj $G $" $k $H $$ $& !# P- 0B Dj $K $D $$ $F $b !" A- 0B Dj $H F1 MM $J %@ !< %k %- %9 %H $K $h $k 0J 2< $N 7k 2L $, CN $i $l $F $$ $k !’ � P- 0B Dj $J @~ 7A B? CJ 3, K! $N <! ?t $O 2 $r 1[ $( $k $3 $H $, =P Mh $J $$ !#

13.2. @~ 7A Ld Bj $N >l 9g $N ?t CM 2r $H ?? $N 2r $N 4X 78 77 $J $* !" P- 0B Dj $J 8x <0 $O 0J 2< $N 7A $K $J $k !’ x i +2 � 2 x i +1 + x i = h 2 4 ( f i +2 + 2 f i +1 + f i ) (13.12) $3 $l $O <B $O Bf 7A 8x <0 $G $" $k !# 13.1.4 M- 8B $N <~ 4| @- 6h 4V $r ;} $D B? CJ 3, K! $5 $F !" P- 0B Dj $J 8x <0 $H $$ $& $N $O Bf 7A 8x <0 $@ $1 $J $o $1 $@ $, !" <B MQ >e $O P- 0B Dj $G $J $/ $F $b !" <~ 4| @- 6h 4V $, 6K C< $K >. $5 $/ $J $1 $l $P ;H $( $k $G $" $m $& !# $D $^ $j !" H $N :G Bg CM $, 2r $N <~ 4| $K BP $7 $F <~ 4| @- $r $? $b $D :G Bg $N %9 %F %C %W $N Bg $- $5 $r M? $( $k $N $G !" $^ $" !" $= $l $, B8 :_ $7 $F 6K C< $K >. $5 $/ $J $1 $l $P $$ $$ $G $O $J $$ $+ $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $= $N $h $& $J !" M- 8B $N <~ 4| @- 6h 4V $r $b $D @~ 7A B? CJ 3, K! $r $D $/ $k J} K! $H $7 $F 8= :_ $N $H $3 $m M# 0l $7 $i $l $F $$ $k $N $, !" A0 2s =P $F $- $? BP >N 7? 8x <0 $G $" $k !# Quinlan & T remaine $K => $C $F 35 MW $r @b L@ $9 $k $H !" ?t CM 2r $, x n = e inh! $N 7A $r $7 $F $$ $k $H $7 $F !" $3 $l $, => $& J} Dx <0 $O $b $A $m $s h 2 ! 2 0 = � 0 e ip! h + � � � � p � 0 e ip! h + � � � � p (13.13) $H $J $k $, !" 1& JU $N J, Jl J, ;R $K e � ip! h=e $r 3] $1 $F $_ $k $H !" BP >N 7? 8x <0 $G � p � i = � i $H $+ $N @- <A $, $" $k $H !" $A $g $& $I $= $l $i $N 9‘ $N 5u It $, BG $A >C $7 9g $& $N $G !" 7k 6I G$ 0U $N ! $K $D $$ $F 1& JU $, <B ?t $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $" $H $O !" <B :] $K CM $, @5 $G $" $l $P !" <~ 4| @- 6h 4V $K F~ $C $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# <~ 4| @- 6h 4V $, $I $3 $^ $G $G $" $k $+ $H $$ $& $N $O !" 8x <0 $r 7h $a $F ?t CM 7W ;; $7 $F $_ $J $$ $H $h $/ $o $+ $i $J $$ !# $3 $l $K $D $$ $F $O $^ $@ $= $s $J $K 8& 5f $5 $l $F $$ $J $/ $F !" :G 6a J! Eg $K $h $C $F 7O E} E* $J 8& 5f $, $G $? $P $+ $j $G $" $k !# J! Eg $N 7k 2L $G $O !" M[ 8x <0 $N >l 9g $K $O <~ 4| @- 6h 4V $r Bg $- $/ $9 $k $H 8m :9 Dj ?t $, Bg $- $/ $J $C $F $7 $^ $& !# $, !" 1" 8x <0 $G $O $= $N $h $& $J Ld Bj $O $J $/ !" <! ?t $K L5 4X 78 $K <~ 4| @- 6h 4V $, 1 Dx EY $" $k $b $N $, 8+ $D $+ $C $F $$ $k !# 13.1.5 %k %s %2 %/ %C %? $N >l 9g $5 $F !" %k %s %2 %/ %C %? $N >l 9g $K $b !" >e $H A4 $/ F1 MM $K <~ 4| @- 6h 4V $H $+ P- 0B Dj @- $H $+ $r 9M $( $k $3 $H $, $G $- $k !# $b $& $= $l $[ $I 6C $/ $Y $- $3 $H $G $O $J $$ $H ;W $& $, !" Nc $K $h $C $F 0J 2< $N $h $& $J $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k � BP >N 7? %k %s %2 %/ %C %? $O M- 8B $N <~ 4| @- 6h 4V $r ;} $D !# � 1" E* %, %& %9 K! $O P- 0B Dj $G $" $k !# $J $* !" 1" E* %, %& %9 K! 0J 30 $K $b P- 0B Dj $J 8x <0 $O CN $i $l $F $$ $k $, !" $3 $3 $G $O >R 2p $7 $J $$ !# 13.2 @~ 7A Ld Bj $N >l 9g $N ?t CM 2r $H ?? $N 2r $N 4X 78 $H $$ $& $o $1 $G !" @~ 7A $N %O %_ %k %H %K %" %s $r $b $D >l 9g !" $D $^ $j $O D4 OB ?6 F0 $N >l 9g $K $O !" <~ 4| @- 6h 4V $H $+ P- 0B Dj $H $+ $$ $C $? 35 G0 $, Dj 5A $G $- $k !# $3 $N ;~ !" ?? $N 2r $H ?t CM 2r $N 4X 78 $O $I $& $J $C $F $$ $k $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k !#

78 Bh 13 >O %O %_ %k %H %s 7O MQ $N 2r K! $N 0B Dj @- $H !V @5 $7 $5 !W $I $A $i $b D4 OB ?6 F0 $K $J $C $F $$ $k $o $1 $J $N $G !" 87 L) 2r $H ?t CM 2r $G 0c $& $N $O <~ 4| $@ $1 $G $" $k !# >\ $7 $$ @b L@ $O >J $/ $, !" 87 L) 2r $H ?t CM 2r $N 3Q ?6 F0 ?t $K BP $7 $F !" ! = ! 0 + O ( h p ) (13.14) $H $$ $& 4X 78 $, $" $k $3 $H $, >Z L@ $5 $l $F $$ $k !# $D $^ $j !" <~ 4| @- 6h 4V $K F~ $C $F $$ $k >l 9g !" <~ 4| <+ BN $N 8m :9 $, 2! $( $i $l $F $$ $k $N $G $" $k !# $3 $N >l 9g !" Nc $( $P 0L CV $d B. EY $N Bg 0h 8m :9 $H $$ $& $b $N $r 9M $( $? ;~ !" $: $C $H A0 $K $d $C $? $h $& $J ;~ 9o $N ;X ?t 4X ?t E* $K A} $( $k 8m :9 I> 2A $G $O $J $/ !" ;~ 4V $N 1 <! <0 $G $7 $+ A} $( $J $$ @: L) $J 8m :9 I> 2A $, 2D G= $K $J $k !# $D $^ $j !" Bg 0h 8m :9 $N 0U L# $G 5a $^ $C $? 2r $, $I $N Dx EY @5 $7 $$ $+ $H $$ $& $3 $H $, !J 4] $a $r JL $K $9 $l $P !K 87 L) $K 5D O@ $G $- $k $3 $H $K $J $k !# 13.3 Hs @~ 7A Ld Bj $N >l 9g 13.3.1 <~ 4| 2r $N >l 9g Hs @~ 7A Ld Bj $N >l 9g $N ?t CM 2r $N ?6 Iq $$ $N 2r @O $O !" @~ 7A Ld Bj $N >l 9g $K Hf $Y $F $O $k $+ $K :$ Fq $K $J $k !# $3 $N :, K\ E* $J M} M3 $O !" A0 $K $d $C $? 0B Dj @- $N >l 9g $H F1 MM !" ?t CM 2r $, ?? $N 2r $K 6a $$ $+ $I $& $+ $H $$ $& $3 $H $, !" ?? $N 2r $, !V 2D @Q J, !W $G $J $$ $H $& $^ $/ Dj 5A $G $- $J $$ $+ $i $G $" $k !# $3 $3 $G !" 2D @Q J, $H $$ $& $N $O !" $b $H $N %O %_ %k %H %s NO 3X 7O $N @- <A $H $7 $F 2r @O E* $J 2r $r ;} $D $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $l $, $8 $c $" $$ $C $? $$ $I $& $$ $& $3 $H $+ $H $$ $& $N $O !" $d $j $O $8 $a $k $H $= $l $@ $1 $G 1 3X 4| $+ $+ $k $N $G !" 6= L# $, $" $k ?M $O !V NO 3X !W !J Bg 4S NI IW !" 5H ED =U IW !" 4d GH =q E9 !K $G $b 8+ $F $b $i $& $3 $H $K $9 $k !# $H $O $$ $( !" Dj 5A $r M? $( $J $$ $H OC $, ?J $^ $J $$ !# $" $k NO 3X 7O $, 2D @Q J, $G $" $k $H $$ $& $N $O <+ M3 EY $N ?t $H Ey $7 $$ ?t $N J] B8 NL $r ;} $D $3 $H $G $" $k !# $3 $N ;~ $O !" 0L Aj 6u 4V Fb $G $N 50 F; $, !J B? =E !K <~ 4| 50 F; $K $J $k !# $$ $$ $+ $( $l $P !" %+ %* %9 E* $K $O $J $i $J $$ !# 5U $K !" 2D @Q J, $G $J $$ $H $$ $& $3 $H $H %+ %* %9 E* $G $" $k $H $$ $& $3 $H $O $[ $\ BP 1~ $9 $k !# !J $b $A $m $s Hy L/ $J >l 9g $H $$ $& $N $, $" $k $, !K $5 $F !" Hs @~ 7A $N >l 9g $G $b !" 87 L) 2r $, <~ 4| 2r $J $i $P %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ 8x <0 $d BP >N 7? 8x <0 $G 5a $a $? ?t CM 2r $b <~ 4| 2r $K $J $k $H $$ $& $3 $H $, Hs >o $K :G 6a $K $J $C $F >Z L@ $5 $l $? !# $3 $3 $G $O $3 $N >Z L@ $, $I $& $$ $& $b $N $+ $O ?( $l $J $$ $, !" $3 $N >l 9g $K $O 87 L) 2r $H ?t CM 2r $N 4V $N :9 $, @~ 7A $N >l 9g $H $* $J $8 $h $& $K O ( h p ) $G 2! $( $i $l $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# => $C $F !" ?t CM 2r $, $I $N Dx EY @5 $7 $$ $+ $H $$ $& $3 $H $K 4X $7 $F $O Hs >o $K @5 3N $K 2! $( $i $l $k !# 13.3.2 Hs <~ 4| 2r $N >l 9g $5 $F !" $J $< $o $6 $o $6 ?t CM 7W ;; $r $9 $k $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k $H !" B? $/ $N >l 9g $K $O 2D @Q J, $G $O $J $$ $+ $i ?t CM 7W ;; $9 $k $N $G $" $k !# 2D @Q J, $J $i $P ?t CM 7W ;; $7 $J $/ $F $b 2r $, 5a $^ $k $O $: $@ $+ $i $G $" $k !# $7 $+ $7 !" $3 $N >l 9g $K $O !" ?t CM 2r $N @5 $7 $5 $H $$ $& $b $N $N 0U L# $O $" $^ $j <+ L@ $G $O $J $/ $J $k !# $H $$ $& $N $O !" $b $H $b $H $N 87 L) 2r $N >l 9g $K $b !V @5 $7 $$ 2r !W $H $$ $& $b $N $N 0U L# $, L@ 3N $G $O $J $/ $J $k $+ $i $G $" $k !# 2D @Q J, $G $J $$ $H $$ $& $3 $H $H %+ %* %9 E* $H $$ $& $3 $H $O $[ $\ BP 1~ $9 $k $H 9M $( $F NI $$ $N $G !" 0J 2< %+ %* %9 E* $G $" $k >l 9g $K $D $$ $F 9M $( $k !# %+ %* %9 E* $G $" $k $? $a $N I, MW >r 7o $O !" %j %d %W %N %U ;X ?t $, @5 $G $" $k $3 $H $G $" $C $? !# %j %d %W %N %U ;X ?t $, @5 $G $" $k $H $$ $& $N $O $I $& $$ $& $3 $H $+ $H $$ $& $H !" Hs >o $K 6a $$ =i 4| >r 7o $+ $i =P H/ $7 $?

13.3. Hs @~ 7A Ld Bj $N >l 9g 79 87 L) 2r $N 4V $N 5w N% $, !" ;X ?t 4X ?t E* $K 9- $, $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# => $C $F !" 2> $K ?t CM 2r $, K\ Ev $K 87 L) 2r DL $j $N $b $N $r 5a $a $F $$ $? $H $7 $F $b !" =i 4| >r 7o $K 8m :9 $, $" $l $P $= $l $, ;X ?t 4X ?t E* $K 3H Bg $7 !" $7 $P $i $/ $9 $l $P ?? $N 2r $+ $i Bg $- $/ $: $l $F $7 $^ $& $H $$ $C $? $3 $H $, 5/ $- $k !# $3 $N >l 9g !" ?t CM 7W ;; $r $9 $k L\ E* $K $h $j !" $I $N $h $& $J 2r $K 0U L# $, $" $k $+ !" $^ $? !" $I $N $h $& $J 7W ;; $, 2D G= $+ $H $$ $& $3 $H $, 0c $C $F $/ $k !# $^ $: !" 2? $, IT 2D G= $+ $H $$ $& $3 $H $r L@ 3N $K $7 $F $* $3 $& !# =i 4| >r 7o $, M- 8B $N @: EY $G $7 $+ CN $i $l $F $$ $J $1 $l $P !" $= $N 8m :9 $, ;X ?t 4X ?t E* $K A} Bg $9 $k $? $a !" 2> $K L5 8B $K 9b $$ @: EY $G ?t CM 7W ;; $7 $? $H $7 $F $b !" $" $k ;~ 9o $G $N 2r $N @: EY $K $O 8B EY $, $" $j !" $= $N 8B EY $, ;~ 4V $N ;X ?t 4X ?t $G 0- $/ $J $C $F $$ $/ !# => $C $F !" 8m :9 $N ;X ?t 4X ?t E* $J @. D9 $N %? %$ %‘ %9 %1 !< %k $N Nc $( $P 10 G\ $H $+ 30 G\ $r 1[ $( $F @5 3N $J 50 F; $r 5a $a $k $H $$ $& $3 $H $O 86 M} E* $K IT 2D G= $G $" $k !# => $C $F !" 2D G= $J $3 $H $O 0J 2< $N 2 $D $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# � ;X ?t 4X ?t $N %? %$ %‘ %9 %1 !< %k $h $j $b C; $$ HO 0O $G @5 3N $J 50 F; $r 5a $a $k !# � ;X ?t 4X ?t $N %? %$ %‘ %9 %1 !< %k $h $j $: $C $H D9 $$ $H $3 $m $G !" $J $s $@ $+ $h $/ $o $+ $i $J $$ $1 $I ?t CM 2r $r 5a $a $k !# Bh 0l $N >l 9g $K $O $J $K $r 7W ;; $7 $F $$ $k $+ $O L@ 3N $G $" $j !" 8m :9 $b @: L) $K I> 2A =P Mh $k !# $D $^ $j !" %j %d %W %N %U ;X ?t $, A0 $K $d $C $? %j %W %7 %C %D O" B3 $N >r 7o $N CM $= $N $b $N $J $N $G !" 8m :9 $N >e 3& $, Bg 0h 8m :9 $N <0 $G $[ $\ @5 3N $K 2! $( $i $l $k $N $G $" $k !# $3 $N >l 9g $K $O $= $l $[ $I 5D O@ $9 $k $Y $- $3 $H $O $J $$ !# $= $l $G $O !" Bh Fs $N >l 9g $K $D $$ $F $O $I $& $G $" $m $& $+ !) $3 $A $i $O !" <B $O M} O@ E* $K $b <B 83 E* $K $b $^ $@ NI $/ $o $+ $C $F $$ $J $$ $N $, 8= >u $G $" $k !# %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ K! $N >l 9g $K $O !" $= $l $G 5a $^ $C $? 2r $, 85 $N %O %_ %k %H %K %" %s H $K 6a $$ H 0 $G I= $5 $l $k 7O $N 87 L) 2r $K $J $C $F $$ $k $3 $H $, $" $k $H $$ $& OC $r $7 $? $, !" $= $N $h $& $J $b $N $, 6q BN E* $K 5a $^ $C $F $$ $k $N $O <B $O 2D @Q J, $J 7O $K 8B $i $l $F $$ $F !" Hs 2D @Q J, $J %O %_ %k %H %s NO 3X 7O $K BP $7 $F %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ K! $r ;H $C $? ;~ $K NI $$ $3 $H $, $" $k !" $D $^ $j H 0 $, B8 :_ $9 $k $+ $I $& $+ $O $o $+ $C $F $$ $J $$ !# $D $^ $j !" 7A <0 E* $K 5i ?t $G =q $1 $k $b $N $N !" $= $l $, <} B+ $9 $k $+ $I $& $+ $O CN $i $l $F $$ $J $$ !# $7 $+ $7 !" $= $l $K $b 4X $o $i $: !" <B 83 E* $K $O B? $/ $N >l 9g $K NI $$ 7k 2L $, F@ $i $l $F $$ $k !# $G $O !" $3 $3 $G !" NI $$ $H $$ $& $N $O $I $& $$ $& 0U L# $+ $H $$ $& $H !" C1 $K J] B8 NL $G $" $k $H $o $+ $C $F $$ $k $b $N !" Nc $( $P %( %M %k %. !< $d !" 7O $K $h $C $F $O 3Q 1? F0 NL $H $$ $C $? $b $N $N 8m :9 $, @. D9 $7 $F $$ $+ $J $$ !" $D $^ $j M- 3& $K N1 $^ $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $N $3 $H $, $b $C $H $b NI $/ CN $i $l $F $$ $k $N $O J, ;R F0 NO 3X 7W ;; $G $" $k !# J, ;R F0 NO 3X 7W ;; $H $$ $& $N $O !" Nc $( $P ?e $H $+ %? %s %Q %/ <A $H $+ $$ $C $? %^ %/ %m $J J* <A $N J* @- $d Hs J? 9U $J JQ 2= $r !" %_ %/ %m $J J, ;R 0l $D 0l $D $N 50 F; $r ;~ 4V @Q J, $7 $F 7W ;; $9 $k $3 $H $G D4 $Y $h $& $H $$ $& $b $N $G $" $k !# $b $A $m $s !" <B :] $N ?e $r 9= @. $7 $F $$ $k J, ;R $N ?t $O $" $^ $j $N B? $$ $N $G !" $= $N $^ $^ 7W ;; $9 $k $3 $H $O $G $- $: !" $; $$ $< $$ 1000 8D $H $+ 10,000 8D Dx EY $N J, ;R $+ $i =P Mh $? 7O $K $D $$ $F 7W ;; $7 $F $$ $m $$ $m D4 $Y $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $N ;~ !" J, ;R 0l $D $N 50 F; $K $D $$ $F $O !" $= $l $, NY $N J, ;R $^ $G $N $N 5w N% $r F0 $/ $/ $i $$ $N ;~ 4V $, >e $N %j %d %W %N %U ;X ?t $K F~ $C $F $/ $k $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $k !# $3 $l $O 6q BN E* $K $O 10 � 14 IC Dx EY $G $" $k !# $3 $l $K BP $7 $F !" ?t CM 7W ;; $G G. J? 9U >u BV $N J, I[ 4X ?t $r 5a $a $k $H $$ $C $? >l 9g $K $O 10 � 10 >h Dx EY !" Hs J? 9U $N JQ 2= $N >l 9g $b F1 Dx EY $N 7W ;; $, I, MW $K $J $k !# => $C $F !" 7W ;; $O ;X ?t 4X ?t $N %? %$ %‘ %9 %1 !< %k $N 1 K| G\ Dx EY $9 $k $3 $H $K $J $j !" 8m :9 $O !V J, ;R $, $I $3 $K $" $k $+ $O A4 $/ $o $+ $i $J $$ !W $H $$ $& Dx EY $K $O Bg $- $$ !# $D $^ $j !" Nc $( $P $" $k J, ;R $N 0L CV $r =i 4| >r 7o $G :G 8e $N 1 %S %C %H $@ $1 JQ $( $? $@ $1 $G !" 7W ;; $, =* $C $? ;~ $N $= $N N3 ;R $N 0L CV $O A4 $/ JQ $o $C $F $7 $^ $& !#

80 Bh 13 >O %O %_ %k %H %s 7O MQ $N 2r K! $N 0B Dj @- $H !V @5 $7 $5 !W $3 $N >l 9g $K 7W ;; 7k 2L $K 0U L# $, $" $k $H $$ $( $k $+ $I $& $+ $O <B $O $^ $@ M} O@ E* $K $O $O $C $- $j $7 $F $$ $J $$ !# J, ;R F0 NO 3X 7W ;; $N 0l $D $N L\ E* $O !" G. J? 9U >u BV $G $N 7O $N @- <A !J 29 EY $H 05 NO $N 4X 78 $H $+ !" 3H ;6 78 ?t $J $I !K $r 7h $a $k $3 $H $G $" $j !" $3 $N >l 9g $K $O ?t CM 2r $, 87 L) 2r $G $" $k I, MW $O $J $/ !" $= $l $, %( %k %4 !< %I @- $r K~ $? $7 $F $$ $l $P $$ $$ !# $H $3 $m $, !" $3 $N %( %k %4 !< %I @- $H $$ $& $N $, !" $= $b $= $b 85 $N %O %_ %k %H %s 7O $, K~ $? $7 $F $$ $k $+ $I $& $+ $, $^ $@ 0l HL $K $O $o $+ $C $F $$ $J $$ $H $$ $& Be J* $G $" $k !# ?t CM 2r $, F1 $J $C $F $$ $k $+ $J $s $F $3 $H $O => $C $F $$ $C $= $& $o $+ $i $J $$ $N $G $" $k !# $= $& $$ $& 0U L# $G $O !" J, ;R F0 NO 3X 7W ;; $K Be I= $5 $l $k $h $& $J !" 7O $N E} 7W NO 3X E* $J @- <A $r D> @\ %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $K $h $C $F D4 $Y $k $H $$ $& J} K! $N M} O@ E* $J @5 Ev @- $O L@ $i $+ $G $O $J $$ !# $3 $N :, K\ E* 86 0x $O !" $7 $+ $7 !" E} 7W NO 3X <+ BN $N M} O@ E* $J @5 Ev @- $, L@ $i $+ $G $O $J $$ $H $3 $m $K $" $k !# $D $^ $j !" %+ %* %9 $K $J $C $F $$ $k $h $& $J 7O $N D9 ;~ 4V 7W ;; $G $O !" M} O@ E* $K $O 0U L# $, $" $k Ez $, =P $F $$ $k $H $$ $& J] >Z $O $J $$ !# <B 83 E* $K $O $& $^ $/ $$ $/ !" $D $^ $j E} 7W E* $J @- <A $, M} O@ E* $K M= B, $G $- $k $b $N $K $D $$ $F $O NI $/ 0l CW $9 $k $H $$ $& $3 $H $, $o $+ $C $F $$ $F !" 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k $N $G $" $k $, !# 13.4 ?6 F0 E* $K 9E $$ J} Dx <0 7O $5 $F !" :G 8e $K !" ?6 F0 E* $K 9E $$ J} Dx <0 7O $H $$ $& $b $N $K BP $7 $F 4J C1 $K ?( $l $F $* $3 $& !# $3 $l $O !" MW $9 $k $K !" <B ?t $G 9b $$ ?6 F0 ?t $r ;} $D $h $& $J <+ M3 EY $, $" $k 7O $G $" $k !# 6q BN E* $J Nc $G $O !" Nc $( $P J, ;R F0 NO 3X 7W ;; $N >l 9g !" J, ;R Fb It $G $N ?6 F0 !" JQ 7A $O !" J, ;R A4 BN $, 2s E> $7 $? $j =E ?4 $, F0 $$ $? $j $9 $k $N $K Hf $Y 2? 7e $b B. $$ !# A0 $K $d $C $? 9E $$ J} Dx <0 MQ $N 2r K! $O $3 $N >l 9g $K $O ;H $( $J $$ !# $H $$ $& $N $O !" $3 $l $G $O ?t CM 2r $G $O ?6 F0 $, 8: ?j $7 $F $7 $^ $& $+ $i $G $" $k !# $3 $N >l 9g $K $O !" Ia DL $N 9E $$ J} Dx <0 $N $h $& $J HF MQ $G $& $^ $$ J} K! $, $" $k $o $1 $G $O $J $$ !# :G 6a 8& 5f $, ?J $_ $D $D $" $k $N $O !" %O %_ %k %H %K %" %s $r <+ M3 EY Kh $K J, $1 $F !" $= $l $> $l JL $N ;~ 4V 9o $_ $r ;H $& J} K! $G $" $k !# ?6 F0 ?t $N Bg $- $J <+ M3 EY $N ?t $, >/ $J $1 $l $P !" $3 $l $G 7‘ E* $K 7W ;; NL $r 8: $i $9 $3 $H $, $G $- $k !# 13.5 %l %] !< %H Ld Bj DI 2C 1. 0J 2< $N <+ M3 %Q %i %a !< %? $r ;} $D BP >N 7? @~ 7A B? CJ 3, K! y k +2 � 2 y k +1 + y k = h 2 [(1 � � )( f k +2 + f k ) = 2 + � f k +1 ] (13.15) $K BP $7 $F !" (a) In terv al of P erio dicit y $r 5a $a $h (b) <! ?t $r 5a $a $h !# 2 $h $j 9b $/ $J $k $3 $H $O $" $k $+ !) 2. 0J 2< $N %] %F %s %7 %c %k $N 2< $G $N 0l <! 85 ?6 F0 $K $D $$ $F V ( r ) = � 1 = p r 2 + � 2 (13.16) (a) Ey ;~ 4V 9o $_ $N 4 <! %7 %s %W %l %/ %F %# %C %/ K! !J Nc $( $P 5H ED $N J} K! !K $r ;H $C $F ;~ 4V @Q J, $9 $k $3 $H $r ;n $_ $h !# 0B Dj $J 2r $r F@ $k $? $a $K $O %9 %F %C %W %5 %$ %: $, $I $N Dx EY $G $" $k I, MW $, $" $k $+ !) $J $* !" 7W ;; Nc $H $7 $F $O Nc $( $P � = 0 : 01 ; r (0) = 1 ; dr =dt j t =0 = 0 $H $7 $F $_ $h !# (b) E, Ev $J J} K! $G 2D JQ ;~ 4V 9o $_ $K $7 $F !" @: EY $H 7W ;; NL !J %9 %F %C %W ?t !K $N 4X 78 $r Ey ;~ 4V 9o $_ $N >l 9g $H Hf 3S $; $h !#

13.5. %l %] !< %H Ld Bj DI 2C 81 3. =E NO B? BN Ld Bj d 2 x i dt 2 = X j 6 = i � m j r ij r 3 ij (13.17) $O FC JL $J =i 4| >r 7o $r =| $$ $F $O 0B Dj $J 50 F; $r ;} $? $J $$ !# ?t 8D $N N3 ;R $N >l 9g $K $D $$ $F E, Ev $J =i 4| >r 7o $+ $i $$ $m $$ $m $J J} K! $G ?t CM @Q J, $7 !" $7 $P $i $/ 7W ;; $7 $? 8e $G $N Ez $r Hf 3S $7 $F $_ $h !# $5 $i $K !" 7k 2L $, !V @5 $7 $$ !W $H $$ $& $3 $H $, $G $- $k $N $O $I $& $$ $& >l 9g $+ $r 9M ;! $; $h !# Dy $a @Z $j $O 9 7n 11 F| !" Ds =P @h $O KR Ln $N 8& 5f << (15-704B) $N A0 $K $* $$ $? %] %9 %H $+ !" $^ $? $O EE ;R %a %$ %k $G makino@grap e.c.u-toky o.ac.jp $" $F $K !#