1 9b B. B? =E 6K E8 3+ K! $H %D %j !< K! | B? BN %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $N $? $a $N 9b B. ;; K! F ast m ultip ole metho d and tree metho d | fast algorithms for man y b o dy sim ulations KR Ln =_ 0l O: El 5~ Bg 3X Bg 3X 1! Am 9g J8 2= 8& 5f 2J El 5~ ET L\ 9u 6h 6p >l 3-8-1 makino@grap e.c.u-toky o.ac.jp 1998 G/ 9 7n 1 F|

0 1Q J8 MW ;] I ov erview the F ast Multip ole Metho d (FMM) and the Barnes-Hut tree metho d. These algo- rithms ev aluate mutual gra vitational in teraction b et w een N particles in O ( N ) or O ( N log N ) times, resp ectively . I presen t basic algorithms as well as recent developmen ts, suc h as Ander- son’s metho d of using Poisson’s formula, the use of FFT, and other optimization tec hniques. I also summarize the current states of t w o algorithms. Though FMM with O ( N ) scaling is theoretically preferred o v er O ( N log N ) tree metho d, comparisons of existing implementa- tions pro v ed otherwize. This result is not surprizing, since the calcultion cost of FMM scales as O ( N p 2 ) where p is the order of expansion, while that of the tree metho d scales as O ( N log N p ) .

1 1 $O $8 $a $K $3 $N 5- ;v $G $O !" B? ?t $N <A E@ 4V $N =E NO Aj 8_ :n MQ $d 2Y EE N3 ;R $N 4V $N @E EE Aj 8_ :n MQ $r 9b B. $K 7W ;; $9 $k <j K! $H $7 $F 1980 G/ Be Cf :" $K Ds 0F $5 $l $? FMM (F ast Multip ole Metho d, 9b B. B? =E 6K E8 3+ K! !K [8] $H !" $= $l $H Hs >o $K 4X O" $, ?< $/ !" $d $O $j 1980 G/ Be $K Ds 0F $5 $l $F 9- $/ ;H $o $l $k $h $& $K $J $C $? %D %j !< K! [2, 3] $K $D $$ $F !" $= $N 86 M} $H 8& 5f $N F0 8~ $r 35 @b $9 $k !# $^ $: !" 4p K\ 86 M} $, C1 =c $G $" $k %D %j !< K! $K $D $$ $F $= $N 86 M} $r @b L@ $7 !" <! $K FMM $N 86 M} $r @b L@ $7 !" $= $N <! $K !" <B :] $K ;H $& >e $G $N Ld Bj E@ Ey $K $D $$ $F $^ $H $a $k !# 2 %D %j !< K! $N 86 M} 0J 2< !" Ld Bj $r <A E@ 7O $N =E NO Aj 8_ :n MQ $H $$ $& $3 $H $K $9 $k !# JL $K %/ !< %m %s Aj 8_ :n MQ $d $= $l 0J 30 $N !J 1 =r %] %F %s %7 %c %k $G $J $$ $h $& $J !K Aj 8_ :n MQ $G $b !" 5w N% $, Bg $- $/ $J $l $P Bg $- $5 $, >. $5 $/ $J $k $h $& $J $b $N $G $" $l $P 86 M} $, JQ $o $k $o $1 $G $O $J $$ !# $^ $? !" N3 ;R 7O 0J 30 $G $b !" 12 ;e K! $K $h $k N. BN 7W ;; !" JP Hy J, J} Dx <0 $N 6- 3& CM Ld Bj $J $I !" @Q J, 7A $G =q $1 $k $b $N $K $O 9- $/ 1~ MQ $G $- $k !# $= $& $$ $C $? 8& 5f $b $J $5 $l $F $$ $k !# !J Nc $( $P [7] !K 2r $/ $Y $- Ld Bj $O !" 0J 2< $N $h $& $J >o Hy J, J} Dx <0 7O $N ?t CM 2r $r 5a $a $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# d 2 x i dt 2 = G N X j =1 ;j 6 = i m j x j � x i j x j � x i j 3 ; $3 $3 $G N $O N3 ;R $N ?t !" x i , m i $O $= $l $> $l N3 ;R i $N 0L CV !" <A NL $G $" $j !" G $O =E NO Dj ?t $G $" $k !# 1& JU $r I> 2A $9 $k $b $C $H $b C1 =c $J J} K! $O !" 1& JU $r $= $N $^ $^ 7W ;; $9 $k $3 $H $G $" $k !# N3 ;R ?t $, ?t I4 Dx EY $G $" $l $P !" $3 $N J} K! !J C1 $K D> @\ 7W ;; $H $$ $& !K $h $j $b B. $/ $9 $k $N $O Fq $7 $$ !# $7 $+ $7 !" D> @\ 7W ;; $K $O O ( N 2 ) $G 7W ;; NL $, A} $( $F $$ $/ $H $$ $& Ld Bj $, $" $k !# 7W ;; NL $r 8: $i $9 $K $O !" 1s $/ $N N3 ;R $r E, Ev $K $^ $H $a $k $3 $H $, 9M $( $i $l $k !# Nc $( $P 1s $/ $N J} $N N3 ;R $N $+ $? $^ $j $r $= $l $i $N =E ?4 $G CV $- 49 $( $F $b $$ $$ $7 !" 9b $$ @: EY $, I, MW $J $i B? =E 6K E8 3+ $b 9M $( $i $l $k !# 1s $/ $K $$ $/ $K => $C $F $+ $? $^ $j $r Bg $- $/ $7 $F $$ $1 $P !" D> 4Q E* $K $O 0l $D $N N3 ;R $X $N NO $r O (log N ) $G 7W ;; $G $- !" A4 N3 ;R $X $N NO $G $" $l $P $= $N N G\ $N O ( N log N ) $G 7W ;; $G $- $k $3 $H $K $J $k !# $b $A $m $s !" $3 $3 $G Ld Bj $J $N $O $I $& $d $C $F $& $^ $/ N3 ;R $r $+ $? $^ $j $K J, $1 $k $+ $H $$ $& $3 $H $G $" $m $& !# $" $k N3 ;R $X $N NO $r 7W ;; $9 $k $N $K E, $7 $? J, $1 J} $r 8+ $D $1 $k $K $O !" $9 $/ $J $/ $H $b 0l EY $O A4 N3 ;R $r $_ $J $$ $H $$ $1 $J $$ !# => $C $F !" $= $N 7W ;; NL $O O ( N ) $h $j >. $5 $/ $O $J $$ !# N3 ;R Kh $K JL $N J, $1 J} $r $7 $? $i !" $= $l $@ $1 $G 7W ;; NL $, O ( N 2 ) $K $J $C $F $7 $^ $& !# $3 $N Ld Bj $O !" $9 $Y $F $N N3 ;R $K ;H $( $k HF MQ $N J, $1 J} $H $$ $& $N $r $" $i $+ $8 $a 9= @. $9 $k $3 $H $, $G $- $l $P 2r 7h $9 $k !# $= $l $r $9 $k $N $, %D %j !< 9= B$ $K $h $k 3, AX E* $J 6u 4V J, 3d $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# ?^ $G @b L@ $7 $h $& !# 3 <! 85 $N ?^ $O =q $- $K $/ $$ $7 8+ $k J} $b 8+ $K $/ $$ $G $" $m $& $+ $i !" 2 <! 85 $G =q $/ $3 $H $K $9 $k !J ?^ 1 !K !# $^ $: !" J? LL Fb $N E, Ev $J NN 0h $K N3 ;R $, J, I[ $7 $F $$ $k $H $7 $h $& !# N3 ;R $, M- 8B 8D $J $N $G !" $= $N $9 $Y $F $r 4^ $‘ @5 J} 7A $r 9M $( $k $3 $H $, =P Mh $k !# $9 $Y $F 4^ $s $G $$ $l $P $h $$ $N $G !" JL $K :G >. $G $" $k I, MW $O $J $$ $, !" Ia DL $O $= $3 $= $3 >. $5 $/ $H $k !# $3 $l $r !" $^ $: 4 $D $N >. @5 J} 7A ( %; %k ) $K $o $1 $k !# $G !" $= $N $= $l $> $l $r $5 $i $K 4 $D $K $o $1 $k $H $$ $& $N $r :F 5" E* $K 7+ $j JV $7 $F $$ $/ !# N3 ;R $, 0 8D $^ $? $O 1 8D $7 $+ $J $/ $J $C $? $H $3 $m $G ;_ $a $k !# $3 $N 6u 4V !J J? LL !K J, 3d $K BP 1~ $7 $? %D %j !< 9= B$ $r 9M $( $k $H !" :, $K A4 BN $N @5 J} 7A $K BP 1~ $9 $k @a E@ $, $" $j !" $= $N 2< $K 4 $D $N >. @5 J} 7A !" $5 $i

2 ?^ 1: #4 J, LZ $N 9= C[ $K $= $N 2< $K $= $N $= $l $> $l $N Cf $N 4 $D � � � $H B3 $$ $F $$ $C $F !" %D %j !< $N MU $K $O N3 ;R 1 $D 1 $D $, $/ $k $3 $H $K $J $k !# $3 $N J} K! $G $O !" N3 ;R $N ?t L) EY $, 9b $$ $H $3 $m $G $O :Y $+ $/ !" $= $& $G $J $$ $H $3 $m $G $O AF $$ $H $$ $& 0U L# $G !" E, 1~ E* $J 9= B$ $, <B 8= $5 $l $F $$ $k $3 $H $K Cm 0U $7 $F $[ $7 $$ !# 3 <! 85 $K $9 $l $P !" @5 J} 7A 4 8D $N Be $o $j $K N) J} BN 8 8D $H $J $k $, !" $= $l 0J 30 $O A4 $/ F1 $8 $G $" $k !# $^ $: !" $I $& $d $C $F $3 $N %D %j !< 9= B$ $r ;H $C $F 0l $D $N N3 ;R $X $N =E NO $, 7W ;; $G $- $k $+ $H $$ $& $3 $H $r 9M $( $F $_ $k !# $3 $N $? $a $K $O !" %D %j !< $N $" $k @a E@ $, I= $9 N) J} BN Fb $N N3 ;R A4 BN $+ $i $N $" $k N3 ;R $X $N NO $r 7W ;; $9 $k J} K! $r M? $( $l $P $h $$ !# !J $J $* !" 0J 2< $G $O !" @a E@ $K BP 1~ $9 $k N) J} BN !" $" $k $$ $O $= $N $J $+ $N N3 ;R A4 BN $N $3 $H $b C1 $K @a E@ $H $$ $& $3 $H $, $" $k !K 7O A4 BN $+ $i $N NO $O !" C1 $K :, @a E@ $+ $i $N NO $H $7 $F 7W ;; $G $- $k !# 0l $D $N @a E@ $+ $i $N NO $r 0J 2< $N $h $& $K 7W ;; $9 $k $3 $H $K $9 $k $" $k @a E@ $+ $i $" $k N3 ;R $X $N NO = 8 > > > < > > > : $= $N @a E@ $N =E ?4 $+ $i $N NO ( @a E@ $H N3 ;R $, !V == J, N% $l $F $$ $k !W ) $= $N @a E@ $N ;R @a E@ $+ $i $N NO $N 9g 7W ( $= $l 0J 30 ) !V == J, N% $l $F $$ $k !W $+ $I $& $+ $N H= Dj $K $O DL >o $O 0J 2< $N $h $& $J 4p =‘ $r ;H $& !# l d < � $3 $3 $G d $O N3 ;R $H @a E@ $N =E ?4 $N 5w N% !" l $O @a E@ $K BP 1~ $9 $k N) J} BN $N 0l JU $N D9 $5 $G $" $k !# %Q %i %a !< %? � $O 8+ 9~ $_ 3Q $H $$ $o $l $k NL $G $" $j !" 7W ;; @: EY $H 7W ;; NL $r @) 8f $9 $k !# 9b $$ @: EY $r F@ $? $1 $l $P � $r

3 >. $5 $/ $9 $l $P $$ $$ $, !" A2 6a E* $K $O � � 3 $K Hf Nc $7 $F 7W ;; NL $, A} $( $k !# 7W ;; @: EY $r $" $2 $k $b $& 0l $D $N J} K! $O !" =E ?4 $@ $1 $r 9M $( $k $N $G $J $/ B? =E 6K E8 3+ $r :n $C $F $* $/ $3 $H $G $" $k !# 86 E@ Cf ?4 $G H> 7B a $N 5e Fb $K $" $k N3 ;R $, 5e $N 30 $K :n $k %] %F %s %7 %c %k $N B? =E 6K E8 3+ 78 ?t $O � m l = N X i =1 m i � r i a � l Y � m l ( � i ; � i ) $G M? $( $i $l $k !# $3 $3 $G !" m i $H ( r i ; � i ; � i ) $O $= $l $> $l $O N3 ;R i $N <A NL $H 6K :B I8 $G I= $7 $? 0L CV $G $" $k !# $^ $? !" Y m l ( � ; � ) $O l <! $N 5e LL D4 OB 4X ?t $G !" %k %8 %c %s %I %k Gf 4X ?t P m l $r ;H $C $F Y m l = ( � 1) m s 2 l + 1 4 � ( l � j m j )! ( l + j m j )! P m l (cos � ) e im� $H =q $1 $k !# $3 $N E8 3+ 78 ?t $r ;H $& $H !" 0L CV ( r ; � ; � ) !J r > a !K $G $N %] %F %s %7 %c %k $O �( r ; � ; � ) = 1 X l =0 l X m = � l � m l a l r l +1 Y m l ( � ; � ) : $H =q $1 $k $3 $H $K $J $k !# %D %j !< K! $r <B :] $K ;H $& $K $O !" 3F @a E@ $K $D $$ $F $= $N Cf $N N3 ;R A4 BN $N =E ?4 $N 0L CV $H <A NL !J $" $k $$ $O B? =E 6K E8 3+ $N E8 3+ 78 ?t !K $r $" $i $+ $8 $a 5a $a $F $* $/ I, MW $, $" $k !# $3 $l $i $O $d $O $j :F 5" E* $K Dj 5A $9 $k $3 $H $, $G $- $k !# $D $^ $j !" ;R @a E@ $N Cf $N N3 ;R A4 BN $N =E ?4 $N 0L CV $H <A NL $, $o $+ $C $F $$ $l $P !" ?F @a E@ $N >p Js $O 7W ;; $G $- $k !# B? =E 6K E8 3+ $N E8 3+ 78 ?t $K $D $$ $F $b !J 7W ;; $O HK ;( $G $" $k $, 86 M} E* $K $O !K $* $J $8 $3 $H $G $" $k !# <B :] $N 7W ;; %W %m %0 %i %‘ $K $* $$ $F $O !" :F 5" <j B3 $- $G <B 8= $7 $F $b $h $$ $, JB Ns 2= $J $I $r 9M $( $k $H MU @a E@ $+ $i :, @a E@ $K 8~ $+ $C $F =g $K 7W ;; $7 $F $$ $/ $[ $& $, $h $$ !# 3 FMM $N 86 M} %D %j !< K! $N 86 M} $+ $i FMM $N 86 M} $K $O $[ $s $N 0l Jb $G $" $k !# %D %j !< K! $G $O !" $" $k N3 ;R $X $N NO $r 7W ;; $9 $k $N $K !" 1s $/ $N N3 ;R $+ $i $N NO $O $^ $H $a $F 7W ;; $9 $k $3 $H $K $7 $? !# Aj 8_ :n MQ $O BP >N E* $G $" $k $N $G !" 5U $K $" $k N3 ;R $+ $i 1s $/ $N N3 ;R $X $N NO $r $^ $H $a $F 7W ;; $9 $k $H $$ $& $3 $H $b 9M $( $i $l $k !# N> J} $r F1 ;~ $K $d $l $P !" $" $k 0l 72 $N N3 ;R $+ $i JL $N 0l 72 $N N3 ;R $X $N NO $r $^ $H $a $F 7W ;; $9 $k $3 $H $K $J $k ( ?^ 2) !# $3 $N $h $& $K !" <u $1 $k B& $b $^ $H $a $F $d $k $3 $H $K $h $C $F !" 0J 2< $K @b L@ $9 $k $h $& $K %D %j !< K! $N O ( N log N ) $+ $i O ( N ) $X 7W ;; NL $N %* !< %@ !< $r 2< $2 $k $3 $H $, $G $- $k !# $3 $N $? $a $K $3 $N J} K! $K $O !V 9b B. !W B? =E 6K E8 3+ K! $H $$ $& L> A0 $, $D $$ $F $$ $k !# NO $r <u $1 $k $[ $& $O !" =E NO %] %F %s %7 %c %k $N %F %$ %i !< E8 3+ $r 5a $a $F $* $$ $F !" $= $l $r 3F N3 ;R $N 0L CV $G I> 2A $9 $k $H $$ $& A‘ :n $, I, MW $K $J $k !# $b $A $m $s !" <B :] $K $O %] %F %s %7 %c %k $O D4 OB 4X ?t $K $J $C $F $$ $k $N $G !" 5e LL D4 OB 4X ?t $G E8 3+ $9 $k $3 $H $G 9‘ ?t $r %F %$ %i !< E8 3+ $K Hf $Y $F 8: $i $9 $3 $H $, $G $- $k !# $3 $N E8 3+ $N $3 $H $r !" 0J 2< 6I =j E8 3+ $H 8F $V !# $3 $N J} K! $O !" Rokhlin $H Greengard $K $h $C $F $^ $: 2 <! 85 $N >l 9g $K Ds 0F $5 $l [8] !" $9 $0 $K 3 <! 85 $K 3H D% $5 $l $? [9] !# 9M $( J} $O 2 <! 85 $G $b 3 <! 85 $G $b F1 $8 $G $" $k $N $G !" Nc $K $h $C $F ?^ $O 2 <! 85 $G <( $9 !J ?^ 3 !K !# %D %j !< K! $G $O E, 1~ E* $J %D %j !< 9= B$ $r 07 $C $? $, !" FMM $G $O $H $j $" $( $: 0l MM $J %D %j !< 9= B$ $r 9M $( $k !# $9 $J $o $A !" %D %j !< $N %l %Y %k $r k $H $9 $k $H !" 85 $N @5 J} 7A $r 4 k 8D $N >. @5 J} 7A $K J, 3d

4 ?^ 2: %D %j !< K! !J >e !K $H FMM !J 2< !K $9 $k !# $J $* !" E, 1~ E* $J %D %j !< 9= B$ $N >l 9g $N %" %k %4 %j %: %‘ $O Nc $( $P [4] $r $_ $i $l $? $$ !# %D %j !< K! $N >l 9g $H F1 MM $K !" $" $i $+ $8 $a 3F %; %k $K 4^ $^ $l $k N3 ;R !J 0l $D $b L5 $$ $3 $H $b $" $j $( $k $, !K $, :n $k %] %F %s %7 %c %k $N B? =E 6K E8 3+ $O =‘ Hw $7 $F $* $/ !# FMM $G $O !" 0l $D $N N3 ;R $X $N NO $r 0J 2< $N $h $& $K J, 3d $9 $k F = F d + F c $3 $3 $G !" F d $O D> @\ 7W ;; $9 $k J, $G !" <+ J, $N $$ $k %; %k $H !" $= $l $K NY @\ $7 $? %; %k $N N3 ;R $+ $i $N NO $G $" $k !# $3 $l $i $K $O B? =E 6K E8 3+ $O ;H $( $J $$ $N $G !" D> @\ 7W ;; $9 $k $3 $H $K $J $k !# ;D $k $N $, F c $G $" $k $, !" $3 $l $O $5 $i $K %D %j !< $N %l %Y %k Kh $K JL $K 7W ;; $9 $k !# $D $^ $j !" $" $k %; %k i $K BP $7 !" (i) $= $N %; %k $H F1 $8 %l %Y %k $K $" $C $F !" (ii) $= $N ?F %; %k $H $= $N NY @\ 8 %; %k $N 9g 7W 9 %; %k $N ;R $G $" $C $F !" (iii) Ld Bj $N %; %k $K $O NY @\ $7 $F $$ $J $$ !" 27 ( = 36 � 9 ) 8D $N %; %k $r 9M $( $k !# $3 $N 27 8D $N %; %k $K 4^ $^ $l $k N3 ;R $, :n $k =E NO %] %F %s %7 %c %k $N 6I =j E8 3+ $N OB $r !" %; %k i $N Cf ?4 $G I> 2A $7 $F $* $/ !# %H %C %W %l %Y %k !J 7O A4 BN !K $H !" $= $N $9 $0 2< $N %l %Y %k $G $O !" ?F $N %l %Y %k $G $O NY @\ $7 $F $$ $F <+ J, $N %l %Y %k $G $O NY @\ $7 $F $$ $J $$ $b $N $O B8 :_ $7 $J $$ $N $G !" 7W ;; $N I, MW $O $J $$ !# $3 $N $h $& $K $7 $F 3F %l %Y %k $G =E NO >l $r 7W ;; $7 $F $* $/ $H !" $" $H $O N3 ;R $N 0L CV $G !" $= $l $> $l $N %l %Y %k $G $N 6I =j E8 3+ $r I> 2A $7 $F 9g 7W $9 $l $P $$ $$ !# $, !" JL $K N3 ;R Kh $K A4 %l %Y %k $G $N E8 3+ $r I> 2A $7 $J $/ $F $b !" >e $N %l %Y %k $N E8 3+ $O 0l CJ 2< $K 0\ $7 $F $d $C $F !J E8 3+ $N Cf ?4 $r %7 %U %H $7 $F !K $^ $H $a $F $* $1 $P !" N3 ;R $O A4 It $^ $H $a $? 6I =j E8 3+ $r 0l EY $@ $1 I> 2A $9 $l $P $$ $$ !# $3 $N !" 6I =j E8 3+ $r %7 %U %H $7 $J $, $i 2< $K Mn $7 $F $$ $/ $N $O !" :G =i $K B? =E 6K E8 3+ $r $d $O $j %7 %U %H $7 $J $, $i >e $K $" $2 $F $$ $/ $N $H $A $g $& $I BP >N E* $J A‘ :n $K $J $k !# ?^ 4 $N $h $& $K !" 4 %l %Y %k $N %; %k $N Cf ?4 $G $N E8 3+ $r 9g 7W $9 $k >l 9g $r 9M $( $F $_ $k !# $^ $: !" 0l HV >e $N %l %Y %k $N %; %k $N Cf ?4 $G $N 6I =j E8 3+ $r !" 4 $D $N ;R %; %k $N Cf ?4 $K E8 3+ Cf ?4 $r %7 %U %H $7 $F $= $l $> $l $N %l %Y %k $G $N =E NO >l $N 6I =j E8 3+ $H B- $7 9g $o $; $k !# $5 $i $K !" $= $l $> $l $N ;R %; %k $G !" 9g 7W $7 $? 6I =j E8 3+ $r $^ $? $= $l $i $N 4 $D $N ;R %; %k $N Cf ?4 $K %7 %U %H $7 !" $^ $? $= $3 $G $N 6I =j E8 3+ $H B- $7 9g $o $; $k !# $3 $l $r

5 ?^ 3: FMM $N 35 G0 !# $b $C $H $b G; $/ EI $C $? %; %k $K F~ $C $F $$ $k N3 ;R $X $N NO $r I> 2A $9 $k !# <+ J, $H $= $N 2s $j $N 8 8D $N %; %k $+ $i $N 4s M? $O D> @\ 7W ;; $7 !" $5 $i $K $= $N 2s $j $N 27 8D $O B? =E 6K E8 3+ $r ;H $& !# $= $N >e $N %l %Y %k $O ?F %; %k $, LL E] $r 8+ $k !# :G 2< AX $N %; %k $K C# $9 $k $^ $G 7+ $j JV $9 $H !" 3F %; %k $N Cf ?4 $G $N !" <+ J, $H <+ J, $K NY @\ $9 $k %; %k $K F~ $C $F $$ $k N3 ;R $r =| $$ $? B> $N $9 $Y $F $N N3 ;R $K $h $k NO $N 6I =j E8 3+ $, $b $H $^ $k !# N3 ;R 0l $D $X $N NO $O !" $3 $N :G 2< AX $G $N 6I =j E8 3+ $r N3 ;R $N 0L CV $G I> 2A $7 $? $b $N $H !" NY @\ %; %k $N N3 ;R $+ $i $N NO $N 9g 7W $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $3 $G 7W ;; NL $N %* !< %@ !< $r 9M $( $F $_ $k $H !" $9 $Y $F $N A‘ :n $N 7W ;; NL $, N3 ;R ?t $^ $? $O %; %k $N ?t $K $7 $+ Hf Nc $7 $F $$ $J $$ $3 $H $, $o $+ $k !# %; %k ?t $O N3 ;R ?t $K Hf Nc $9 $k $h $& $K $H $l $k $N $G !" 7k 6I 7W ;; NL $N %* !< %@ !< $, O ( N ) $H $$ $& $3 $H $K $J $k $o $1 $G $" $k !# 4 B> $N J} K! $H $N 4X 78 $5 $F !" N3 ;R 4V Aj 8_ :n MQ $r 9b B. $K 7W ;; $9 $k J} K! $O !" %D %j !< K! $d FMM $N B> $K $b $$ $m $$ $m $" $k !# $3 $3 $G $O !" $= $l $i $H $N 4X 78 $d !" E, @Z $J 1~ MQ $K $D $$ $F 4J C1 $K ?( $l $F $* $3 $& !# B? ?t $N N3 ;R $, :n $k %] %F %s %7 %c %k >l $r 9b B. $K 7W ;; $9 $k J} K! $H $7 $F $b $C $H $b 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k $N $O !" 6u 4V 3J ;R $r @Z $C $F FFT $r ;H $& PM K! [10] !J particle-mesh K! !K $G $" $m $& !# $3 $l $O $[ $+ $N J} K! $K Hf $Y $F 05 E] E* $K 9b B. $G $" $j !" 7W ;; @: EY $d 6u 4V J, 2r G= $, $= $l $[ $I 9b $$ I, MW $, $J $$ $H $- $K $O :G E, $G $" $k !#

6 ?^ 4: 6I =j E8 3+ $N %7 %U %H $H 2C ;; %U !< %j %( JQ 49 $r ;H $$ $D $D @: EY $d J, 2r G= $r >e $2 $k J} K! $H $7 $F $O !" Ew ald K! $d P 3 M[10] $, $" $k !# $I $A $i $b 6a $/ $O D> @\ 7W ;; !" 1s $/ $O %U !< %j %( 6u 4V $G 7W ;; $9 $k !# 0c $$ $O %U !< %j %( JQ 49 $K FFT $r ;H $& $+ $I $& $+ $G $" $k !# Ewald $G $O FFT $r ;H $o $J $$ $N $G !" 7W ;; NL $O A} $( $k $, N% ;6 2= 8m :9 $, $J $/ $J $k !# $3 $l $i $N J} K! $N Ld Bj E@ $O !" N3 ;R J, I[ $, 0l MM $+ $i $: $l $k $H 5^ B. $K 7W ;; NL $, A} $( $k $3 $H $H !" <~ 4| 6- 3& >r 7o $r CV $+ $J $$ >l 9g $K $O 7W ;; $, LL E] $K $J $k $3 $H $G $" $k !# $3 $l $K BP $7 !" %D %j !< K! $d FMM $N >l 9g $K $O !" E, 1~ E* $J %D %j !< 9= B$ $r 07 $& %W %m %0 %i %‘ $r <B 8= $9 $k $3 $H $O Hf 3S E* MF 0W $G $" $j !" N3 ;R J, I[ $N @- <A $, 0- $/ $F $b $= $l $[ $I 7W ;; NL $, A} $( $J $$ !# 7W ;; K! <+ BN $K !" %D %j !< $, 0l MM $+ $I $& $+ $K 0M B8 $9 $k $H $3 $m $, $J $$ $? $a $G $" $k !# $3 $l $O $3 $l $i $N J} K! $N Bg $- $J FC D’ $G $" $k !# $J $* !" FFT $r ;H $& J} K! $H $O 5U $K !" <~ 4| 6- 3& $N >l 9g $N 07 $$ $O LL E] $K $J $k [13] !# 5 FMM $N <B Au $H 9b B. 2= 5.1 %" %s %@ !< %= %s $N J} K! FMM $r <B Au $9 $k >e $G $N Bg $- $J Ld Bj $N 0l $D $O !" Dj <0 2= !" FC $K 5e LL D4 OB 4X ?t $N %7 %U %H $d B? =E 6K E8 3+ $+ $i 6I =j E8 3+ $X $N JQ 49 $, J# ;( $G $" $j !" %W %m %0 %i %‘ $N 3+ H/ $d 9b B. 2= $, Fq $7 $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $C $? !# Anderson [1] $O $3 $N :$ Fq $r 2r 7h $9 $k 2h 4| E* $J J} K! $r Ds 0F $7 $? !# $3 $N J} K! $r ;H $& $H %W %m %0 %i %‘ $, 4J C1 $K $J $k $@ $1 $G $J $/ <B 9T B. EY $N 4Q E@ $+ $i $b %a %j %C %H $, $" $k $H $$ $& 7k 2L $, F@ $i $l $F $$ $k [5] !#

5.2. D> @\ 7W ;; $H $N %H %l !< %I %* %U 7 0J 2< !" $3 $N J} K! $r 4J C1 $K >R 2p $7 $h $& !# 4p K\ E* $J %" %$ %G %# %" $O !" 5e LL D4 OB 4X ?t $N E8 3+ 78 ?t $r %G !< %? $H $7 $F ;H $& Be $o $j $K !" 5e LL $G $N %] %F %s %7 %c %k $N CM $= $N $b $N $r ;H $* $& $H $$ $& $b $N $G $" $k !# H> 7B a $N 5e $N Cf $N N3 ;R $, 30 $K 5Z $\ $9 %] %F %s %7 %c %k $O !" 5e $N I= LL $G $N %] %F %s %7 %c %k $N CM $, $o $+ $C $F $$ $l $P %i %W %i %9 J} Dx <0 $N 6- 3& CM Ld Bj $r 2r $1 $P M? $( $i $l $k !# 2r $O %] %" %= %s $N 8x <0 $r ;H $C $F 0J 2< $N $h $& $K =q $1 $k ( x ) = 1 4 � Z S " 1 X n =0 (2 n + 1) � a r � n +1 P n ( s � x = j x j ) # ( a s ) ds; $3 $3 $G P n $O n <! %k %8 %c %s %I %k 4X ?t $G $" $k !# $3 $N @Q J, $r !" 5e LL >e $G $N E, Ev $J I8 K\ E@ $r ;H $C $? ?t CM @Q J, $K CV $- 49 $( $k !# 2 <! 85 $G $" $l $P !" 1_ $r Ey J, 3d $9 $l $P $$ $$ $, !" 3 <! 85 $G $O E@ $N $H $j J} $K 9) IW $, $$ $k !# $^ $? !" %( %j %" %7 %s %0 $K $h $k 8m :9 $r KI $0 $? $a $K E@ ?t $K 1~ $8 $F Cf $N L5 8B OB $r E, Ev $J $H $3 $m $G BG $A @Z $k I, MW $, $" $k !# ;R %; %k $N 30 $N B? =E 6K E8 3+ $r $= $N 0l $D >e $N %; %k $G $N $= $l $K JQ 49 $9 $k $K $O !" >e $N <0 $K => $C $F ?F %; %k $r 4^ $‘ 5e LL >e $G $N %] %F %s %7 %c %k $r 5a $a $l $P $$ $$ !# $^ $? !" 6I =j E8 3+ $b !" 1 =r $G $N E8 3+ $, r $G $N E8 3+ $K JQ $o $k $@ $1 $G >e $H F1 $8 <0 $G $" $k !# $5 $i $K !" B? =E 6K E8 3+ $r 6I =j E8 3+ $K JQ 49 $9 $k $K $O !" >e $N <0 $r $D $+ $C $F 6I =j E8 3+ $9 $k 5e LL >e $G %] %F %s %7 %c %k $r I> 2A $9 $k $l $P $h $$ !# $D $^ $j !" >e $N <0 $@ $1 $G !" FMM $K I, MW $J ?t 3X $, $9 $Y $F I= 8= $5 $l $F $$ $k $3 $H $K $J $k !# 5.2 D> @\ 7W ;; $H $N %H %l !< %I %* %U B? =E 6K E8 3+ $r 6I =j E8 3+ $K JQ 49 $9 $k It J, $N 7W ;; %3 %9 %H $O Hs >o $K Bg $- $$ !# E8 3+ <! ?t $r p $H $9 $k $H 3 <! 85 $G $O $3 $l $, N p 4 $K Hf Nc $7 !" p $r Bg $- $/ $9 $k $H 7W ;; NL $N $[ $H $s $I A4 It $K $J $k !J B? =E 6K E8 3+ $d 6I =j E8 3+ $N %7 %U %H $b 7W ;; NL $N %* !< %@ !< $O F1 $8 $@ $, !" 78 ?t $, 2 7e $[ $I >. $5 $$ !K !# $3 $N $? $a !" B> $N $H $3 $m $N 7W ;; NL $r A} $d $7 $F $G $b $3 $3 $r 8: $i $; $l $P Bg $- $J Mx F@ $K $J $k !# %; %k ?t $r 8: $i $; $P $3 $N 7W ;; NL $O 8: $k !# $= $N $+ $o $j !" :G 2< AX $N %; %k $K F~ $C $F $$ $k N3 ;R ?t $, A} $( $k $N $G !" D> @\ 7W ;; $N $H $3 $m $N 7W ;; NL $, A} $( $k $3 $H $K $J $k !# $3 $N 2 $D $, %P %i %s %9 $9 $k $h $& $K %; %k ?t $r 7h $a $k $H !" %; %k Ev $? $j $N N3 ;R ?t $r p 2 $K Hf Nc $9 $k $h $& $K $H $l $P $$ $$ $3 $H $, $o $+ $k !# $3 $N $H $- !" <B 8z E* $J 7W ;; NL $N %* !< %@ !< $O O ( N p 2 ) $K $J $k [4] !# 5.3 FFT $K $h $k 9b B. 2= B? =E 6K E8 3+ $+ $i 6I =j E8 3+ $X $N JQ 49 $d %7 %U %H $O !" E8 3+ 78 ?t $N %Y %/ %H %k $K JQ 49 9T Ns $r 3] $1 $k A‘ :n $K $J $k !# Greengard $H Rokhlin [9] $O $3 $N JQ 49 $r FFT $r ;H $C $F 9b B. 2= $G $- $k $3 $H $r <( :6 $7 $? !# Elliott $H Board $O $3 $N J} K! $r <B 8= $7 !" >\ :Y $J @- G= I> 2A $r 9T $J $C $? [6] !# Nc $( $P p = 16 $^ $G $H $C $? $H $- $K $O JQ 49 <+ BN $O 3 G\ $[ $I 9b B. 2= $5 $l $F $$ $k !# $? $@ $7 !" >e $K =R $Y $? D> @\ 7W ;; $H $N %H %l !< %I %* %U $, $" $k $N $G !" 7W ;; A4 BN $N 9b B. 2= $O 1 : 7 G\ Dx EY $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# 5.4 JB Ns 2= JB Ns 2= $O %D %j !< K! !" FMM $N N> J} $G NI $/ 8& 5f $5 $l $F $$ $k !# $I $A $i $G $b !" $I $N $h $& $K 6u 4V J, 3d $r $7 $F N3 ;R $H NN 0h $r %W %m %; %C %5 $K 3d $j IU $1 $k $+ $, Ld Bj $H $J $k !# 5U $K $$ $( $P !" $= $l $, 7h $^ $l $P JB Ns 2=

8 I= 1: <B 9T B. EY $N Nc !# ?t CM $O 7W ;; ;~ 4V !J IC !K N3 ;R ?t 16K 64K 256K 1024K FMM 1.9 7.5 28.5 103.5 Anderson 1.3 5.0 17.9 67.8 BH tree 0.57 2.7 12.4 54.0 $= $N $b $N $O $= $l $[ $I J# ;( $G $O $J $$ !# %a %C %; !< %8 %Q %C %7 %s %0 $N 5! 3# $G $O W arren $H Salmon $K $h $k ORB !J :F 5" E* D> 8r J, 3d !K $d Morton ordering $K $h $k NN 0h J, 3d $, NI $/ CN $i $l $F $$ $k [17, 18] !# J* M} E* $K 6& M- %a %b %j $G $" $k 5! 3# $d !" J, ;6 6& M- %a %b %j $N >l 9g $O !" Morton ordering $K $h $C $F N3 ;R $r %= !< %H $7 $F $* $/ $3 $H $G <+ F0 E* $K 6u 4V J, 3d $, <B 8= $G $- !" $+ $J $j NI $$ @- G= $, F@ $i $l $F $$ $k [11] !# $^ $? !" :G 6a $O HPF $J $I $N %G !< %? JB Ns 7? $N 8@ 8l $r ;H $C $? JB Ns 2= $b ;n $_ $i $l $F $$ $k [12] !# 6 7W ;; B. EY $N Nc $3 $3 $G $O !" Hf 3S E* :G 6a $N Blackston and Suel[5] $N 7k 2L $r >R 2p $7 $h $& !# H‘ $i $O B? =E 6K E8 3+ $r ;H $C $? FMM, %" %s %@ !< %= %s $N J} K! $r ;H $C $? FMM !" $* $h $S Ia DL $N %D %j !< K! $r !" MM !9 $J JB Ns 7W ;; 5! >e $K <B Au $7 !" $= $N @: EY !" @- G= $r Hf 3S $7 $? !# 7k 2L $N $9 $Y $F $r >R 2p $O =P Mh $J $$ $N $G !" Hf 3S E* @: EY $, Dc $$ !J %] %F %s %7 %c %k $N Aj BP @: EY $, 10 � 3 Dx EY !K $N >l 9g $K N3 ;R ?t $H 1 %9 %F %C %W $N 7W ;; ;~ 4V $N 4X 78 $r I= 1 $K <( $9 !# N3 ;R J, I[ $O %W %i %^ !< %b %G %k $H 8F $P $l $k 5e BP >N $J $b $N $G !" 7W ;; 5! $O 16 %W %m %; %C %5 $N Cray T3E $G $" $k !# $3 $3 $G $O %" %s %@ !< %= %s $N J} K! $N ;~ 4V $, <( $5 $l $F $$ $J $$ $, !" JL $N %G !< %? $G $O FMM $K Hf $Y $F 2-3 G\ 9b B. $H $J $C $F $$ $k !# $9 $J $o $A !" FMM $O %D %j !< K! $K Hf $Y $F M- 0U $K CY $$ $, !" %" %s %@ !< %= %s K! $G $O $[ $\ F1 Ey $J 7W ;; B. EY $r <B 8= $G $- $k !# FMM $O Anderson K! $N >l 9g $G $b %D %j !< K! $K Hf $Y $F $O $k $+ $K J# ;( $G $" $k !# $= $l $@ $1 $N EX NO $r I, MW $H $9 $k $K $b $+ $+ $o $i $: !" 8= :_ $N $H $3 $m 7W ;; @: EY $, F1 Dx EY $N >l 9g $K FMM $N $[ $& $, B. $$ $H $$ $& Js 9p $O $J $$ $H $$ $& $3 $H $O ?4 $K N1 $a $F $* $/ $Y $- $G $" $m $& !# $J $* !" >e $N 5D O@ $O 3 <! 85 $N >l 9g $G $" $k !# FMM $N 7W ;; NL $O 2 <! 85 $H 3 <! 85 $G Bg $- $/ 0c $& $H $$ $& $3 $H $K Cm 0U $7 $F $* $/ !# 2 <! 85 $G $O D4 OB 4X ?t E8 3+ $N 9‘ ?t $O O ( p ) $G $" $j !" $^ $? Aj 8_ :n MQ $9 $k %; %k $N ?t $, DL >o $N FMM $N >l 9g $G 27 $H >. $5 $$ !# $3 $l $K BP $7 $F 3 <! 85 $G $O 9‘ ?t $, O ( p 2 ) $H $J $j !" $^ $? Aj 8_ :n MQ $9 $k %; %k ?t $, 189 $H Bg $- $/ $J $k $? $a $G $" $k !# 7 $$ $/ $D $+ $N OC Bj 7.1 B? BN Ld Bj @l MQ 7W ;; 5! $H $N 4X 78 I. <T $i $N %0 %k !< %W $G $O !" N3 ;R 4V Aj 8_ :n MQ $r 7W ;; $9 $k $3 $H $@ $1 $K FC 2= $7 $? 7W ;; 5! $r 3+ H/ $7 !" <B :] $K E7 J8 3X $N 8& 5f $K ;H $C $F $$ $k [15, 16] !# FMM $d %D %j !< K! $N $h $& $J B. $$ J} K! $, $" $k $N $K !" $3 $& $$ $C $? 7W ;; 5! $r :n $k $3 $H $K 0U L# $, $" $k $N $@ $m $& $+ !# 2f !9 $, @l MQ 7W ;; 5! $H $$ $& %" %W %m !< %A $r $H $k M} M3 $O 2 $D $G $" $k !# 0l $D $O !" N3 ;R Kh $K %? %$ %‘ %9 %1 !< %k $, Bg $- $/ 0c $& $h $& $J Ld Bj $G $O !" %D %j !< K! $d FMM $r ;H $& $N $O Hs >o $K Fq $7 $$ !" FC $K JB Ns 7W ;; 5!

7.2. 7W ;; @: EY $K BP $9 $k MW 5a $K $D $$ $F 9 $G ;H $( $k $h $& $J <B 8= K! $O $^ $@ B8 :_ $7 $J $$ $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $b $& $R $H $D $N M} M3 $O !" %D %j !< K! $d FMM $b !" <B $O D> @\ 7W ;; $N It J, $r 9b B. 2= $9 $k $@ $1 $G $+ $J $j B. $/ $J $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 5.2 @a $G =R $Y $? $h $& $K !" B? =E 6K E8 3+ $N 7W ;; NL $H D> @\ 7W ;; $N 7W ;; NL $N 4V $K $O %H %l !< %I %* %U $, F/ $/ !# $3 $N $? $a $K !" N3 ;R 4V Aj 8_ :n MQ $N 7W ;; $, Nc $( $P 100 G\ 9b B. $K $J $l $P !" %; %k $N $J $+ $N N3 ;R ?t $r 10 G\ $K $9 $k $3 $H $G 7W ;; A4 BN $r 10 G\ B. $/ $9 $k $3 $H $, $G $- $k !# $D $^ $j !" N3 ;R 4V Aj 8_ :n MQ $N 7W ;; B. EY $N J? J} :, $K Hf Nc $7 $F 7W ;; B. EY $, 2~ A1 $5 $l $k !# %D %j !< K! $G $b ;v >p $O $[ $\ $* $J $8 $G $" $j !" <B :] $K 10-30 G\ Dx EY $N 2C B. $, <B 8= $5 $l $F $$ $k [14] !# 7.2 7W ;; @: EY $K BP $9 $k MW 5a $K $D $$ $F <B MQ E* $K $b M} O@ E* $K $b Bg $- $J Ld Bj $G $" $k !" !V 7W ;; @: EY $r $I $& I> 2A $9 $k $+ !W $H $$ $& $3 $H $K $D $$ $F 4J C1 $K ?( $l $F $* $- $? $$ !# FMM $K $D $$ $F $N O@ J8 $G $O !" E, Ev $J N3 ;R J, I[ $r M? $( $F %] %F %s %7 %c %k $d 2C B. EY $r 7W ;; $7 !" $= $N :G Bg CM $H $+ J? 6Q CM $r ;H $C $F I> 2A $9 $k !# $7 $+ $7 !" ;~ 4V H/ E8 $r DI $& Ld Bj $H $7 $F 9M $( $k ;~ $K $O !" :G =* E* $K >. $5 $/ $7 $? $$ $N $O @Q J, $7 $F 5a $^ $C $? 3F N3 ;R $N 50 F; $N 8m :9 $G $" $k !# $b $A $m $s !" 50 F; $O 2C B. EY $r @Q J, $7 $F $b $H $^ $k $N $@ $+ $i !" 2C B. EY $N 8m :9 $, >. $5 $1 $l $P 50 F; $N 8m :9 $O >. $5 $$ !# $7 $+ $7 !" 50 F; $N 8m :9 $K $O 2C B. EY $N 8m :9 $N ;~ 4V Aj 4X $, 8z $$ $F $/ $k !# $D $^ $j !" 2> $K 8m :9 $, Bg $- $/ $F $b !" %? %$ %‘ %9 %F %C %W Kh $K %i %s %@ %‘ $K JQ $o $k $N $G $" $l $P !" >. $5 $/ $F $b $$ $D $b F1 $8 J} 8~ $K F/ $/ $N $K Hf $Y $F @Q J, $7 $? 8m :9 $O >. $5 $/ $J $k $+ $b $7 $l $J $$ $o $1 $G $" $k !# Nc $( $P !" 7O $N Cf $r N3 ;R $, %i %s %@ %‘ $K F0 $- 2s $C $F $$ $k $h $& $J >l 9g $G $" $l $P !" 6a $/ $N N3 ;R $+ $i $N NO $N 8m :9 $N Aj 4X ;~ 4V $O C; $/ !" 1s $/ $+ $i $N $O D9 $$ $G $" $m $& !# 5U $K !" N3 ;R $, $[ $H $s $I ;_ $^ $C $F $$ $l $P !" $9 $Y $F $N 8m :9 $N ;~ 4V Aj 4X $, D9 $$ !# <B :] $N @: EY I> 2A $O !" $3 $N $h $& $J BP >] 7O $N FC @- $r 9M $( $K F~ $l $F 9T $J $& I, MW $, $" $k !# $" $k =V 4V $G $N NO $N 8m :9 $r :G >. $K $9 $k $h $& $J J} K! $, $b $C $H $b $h $$ $H $O 8B $i $J $$ $N $G $" $k !#

;2 9M J8 8% 10 ;2 9M J8 8% [1] Anderson C. R., An implementation of the fast multipole metho d without multipoles. SIAM Journal on Scienti�c and Statistic al Computing 13 (1992), 923{947. [2] App el A. W., An e�cient program for man y-b o dy sim ulation. SIAM Journal on Scienti�c and Statistic al Computing 6 (1985) 85{103. [3] Barnes J. and Hut P ., A hiearc hical O ( N log N ) force calculation algorithm. Natur e 324 (1986), 446{449. [4] Board J. A. J., Hakura Z. S., Elliott W. D., and Rankin W. T., Scalable v arian ts of multipole-based algorithms for molecular dynamics applications, Pr o c e e dings of the Seventh SIAM Confer enc e on Par al lel Pr o c essing for Scienti�c Computing (edited b y Bailey et al. ), SIAM, Philadelphia, 1995, 295{300. [5] Blac kston D. and Suel T., Highly p ortable and e�cien t implementations of parallel adaptiv e n-b o dy metho ds. Pr o c e e dings of SC97 . A CM 1997, (CD{R OM). [6] Elliott W. D. and Jr. J. A. B., F ast fourier transform accelerated fast m ultip ole algorithm. SIAM Journal on Scienti�c Computing 17 (1996), 398{415. [7] J! 0f Bn M: !" I~ It =c 0l !" EZ 5o Ln M% , 9b B. B? =E 6K K! $N 6- 3& MW AG 2r @O $X $N 1~ MQ . 9= B$ 9) 3X O@ J8 =8 43A (1997), 373{382. [8] Greengard L. and Rokhlin V., A fast algorithm for particle sim ulations. Journal of Com- putational Physics 73 (1987), 325{348. [9] Greengard L. and Rokhlin V., Rapid ev aluation of p oten tial �elds in three dimensions. V ortex Metho ds (edited by Anderson C. and Greengard, C.), num b er 1360 in Lecture Notes in Mathematics, Springer-V erlag, Berlin, 1988, 121{141. [10] Ho ckney R. W. and Eastw o o d J. W., Computer Simulation Using Particles . IOP Pub- lishing, Ltd., Bristol, 1988. [11] Holt C. and Singh J. P ., Hierarc hical N-b o dy Metho ds on Shared Address Space Multipro- cessors, Pr o c e e dings of the Seventh SIAM Confer enc e on Par al lel Pr o c essing for Scienti�c Computing (edited b y Bailey et al. ), SIAM, Philadelphia, 1995, 313{318. [12] Hu Y., Jonsson S. L., and T eng S.-H., A data-parallel adaptiv e n-b o dy metho d, Pr o- c e e dings of the Eighth SIAM Confer enc e on Par al lel Pr o c essing for Scienti�c Computing . SIAM, 1997, (CD-R OM). [13] Lam b ert C. G., Darden T. A., and Board J. A., Jr., A m ultip ole-based algorithm for e�cient calculation of forces and p otentials in macroscopic p erio dic assem blies of particles. Journal of Computational Physics 126 (1996), 274{285.

;2 9M J8 8% 11 [14] Makino J., T reeco de with a sp ecial-purp ose pro cessor. Public ations of the Astr onomic al So ciety of Jap an 43 (1991), 621{638. [15] Makino J. and T aiji M., Sp e cial Purp ose Computers for Scienti�c Simulations { The GRAPE systems . John Wiley and Sons, Chichester, 1998. [16] Sugimoto D., Chik ada Y., Makino J., Ito T., Ebisuzaki, T. and Umem ura M., A sp ecial- purp ose computer for gra vitational man y-b o dy problems. Natur e 345 (1990), 33-45. [17] W arren M. S. and Salmon J. K., Astrophysical N-b o dy sim ulations using hierarc hical tree data structures, Sup er c omputing ’92 , IEEE Comp. So c., Los Alamitos, 1992, 570{576. [18] W arren M. S. and Salmon J. K., A parallel hashed o ct-tree N-b o dy algorithm, Sup er c om- puting ’93 . IEEE Comp. So c., Los Alamitos, 1993, 12{21.