The Pseudoparticle Multip ole Metho d Junic hiro Makino Departmen t of Astronom y , Sc ho ol of Science The Univ ersit y of T oky o 7-3-1 Hongo, Bunky o-ku, T oky o 113, Japan and A tsushi Ka w ai College of Arts and Science The Univ ersit y of T oky o 3-8-1 Komaba, Meguro-ku, T oky o 153, Japan 35 MW Barnes-Hut (BH) treeco de and F ast multipole metho d (FMM) are algorithms which can calculate the gra vitational in teraction b et w een N particles in O ( N log N ) or O ( N ) time. Both metho ds were prop osed in 1980s and the treeco de has b ecome commonly used in cosomlogical sim ulations and simulations of galactic dynamics, where required accracy was lo w. F or simulations which require high accuracy , how ev er, the treeco de has not b een used b ecause the implemen tation of high-order treeco de is complex and calculation cost is high. In this pap er, we describ e a new approach to implement high-order treeco de and FMM, whic h w e call Pseudoparticle Multip ole Metho d ( P 2 M 2 ). In this metho d, w e represen t the m ultip ole expansion back again b y particles. As a result, the translation formulae for expan- sion co e�cients are greatly simpli�ed. Moreo v er, with this new metho d w e can use GRAPE to accelerate the ev aluation of the multipole expansion. Compated to the program on a w orkstation, the P 2 M 2 treeco de with GRAPE can ac hiev e up to 100 times sp eedup. 1 $O $8 $a $K %D %j !< K! [1, 2] $O N 8D $N <A E@ 4V $N =E NO Aj 8_ :n MQ $r O ( N log N ) $N 7W ;; %3 %9 %H $G 7W ;; $9 $k J} K! $G $" $j !" 1’ Ch O@ E* N BN !J $" $k $$ $O SPH !K 7W ;; $d !" 6d 2O $N 7A @. !" Aj 8_ :n MQ $N %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $G $O 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k !# 7W ;; K! $N 86 M} $K $D $$ $F $O Nc $( $P [8] $d $= $N $J $+ $G $" $2 $? J8 8% $r ;2 9M $K $7 $F $$ $? $@ $/ $H $7 $F !" 4p K\ E* $J H/ A[ $O !" 1s $/ $N N3 ;R $r E, Ev $K $^ $H $a $F !" $= $l $i $+ $i $N =E NO $r B? =E 6K E8 3+ $K $* $- $+ $( $F I> 2A $9 $k $H $$ $& $b $N $G $" $k !# 1s $/ $K $$ $/ $[ $I $^ $H $a J} $r Bg $- $/ $7 $F $$ $1 $k $N $G !" N3 ;R 0l $D $X $N =E NO $r 7W ;; $9 $k 7W ;; NL $O O (log N ) $H $J $j !" A4 N3 ;R $X $N =E NO $r 7W ;; $9 $k $N $K N log N $N %* !< %@ !< $N 7W ;; NL $G :Q $‘ !# D> @\ 7W ;; $G $O 7W ;; NL $O N 2 $K Hf Nc $9 $k $N $G !" N3 ;R ?t $, == J, Bg $- $$ $H $3 $m $G %D %j !< K! $O $^ $H $b $K $d $k $N $K Hf $Y $F $O $[ $H $s $I N $K Hf Nc $7 $F B. $$ $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $b $A $m $s !" N log N $N A0 $K $D $/ 78 ?t $O 7h $7 $F >. $5 $/ $O $J $$ $, !" $= $l $[ $I 9b $$ 7W ;; @: EY $r MW 5a $7 $J $l $P !" N $, ?t I4 Dx EY $G D> @\ 7W ;; $h $j $b B. $/ $J $k !# 1 $5 $F !" %D %j !< K! $O Ds 0F $+ $i 10 G/ 0J >e 2a $. !" 6d 2O 7A @. $d 6d 2O !& 6d 2O Aj 8_ :n MQ !" $" $k $$ $O 1’ Ch O@ $J $I $N N BN 7W ;; $d SPH $r ;H $C $? <+ 8J =E NO N. BN 7W ;; $K 9- $/ ;H $o $l $k $h $& $K $J $C $F $$ $k !# $3 $l $i $N 7W ;; $G $O !" L5 >W FM 7O $r 07 $& $H $$ $& @- 3J >e !" 7W ;; @: EY $r $" $2 $k $? $a $K $O N3 ;R ?t $r A} $d $7 $F particle 1 :r G/ $^ $G $N !V E7 BN NO 3X 8& 5f 2q !W $G $O !" N $H $$ $& $N $O Bg $- $/ $F $b 10 Dx EY $G $" $k $H A[ A| $5 $l !" $3 $N $h $& $J N $, Bg $- $$ $H $3 $m $N OC $H $$ $& $N $O $= $0 $o $J $+ $C $? 46 $b $" $k $, !" !V E7 BN !& N BN NO 3X 8& 5f 2q !W $G $O $3 $N $h $& $J OC Bj $b >l 0c $$ $G $O $J $$ $b $N $H ?. $8 $k !# noise ( $" $k $$ $O 2 BN 4K OB ) $r 2! $( $k $3 $H $, !" N3 ;R 4V Aj 8_ :n MQ $N @: EY $r >e $2 $k $3 $H $h $j $b =E MW $G $" $j !" $= $N $? $a $K %D %j !< K! $N $[ $& $, D> @\ 7W ;; $h $j $b $h $$ 7k 2L $, F@ $i $l $k $? $a $G $" $k !# $3 $l $K BP $7 $F !" ;6 3+ @1 CD !" 5e >u @1 CD $N G. E* ?J 2= $d !" $" $k $$ $O OG @1 7A @. $N $h $& $J !" 2 BN 4K OB $K $h $C $F 7O $, ?J 2= $9 $k 2a Dx $r 07 $& >l 9g $K $O !" %D %j !< K! $O $[ $H $s $I ;H $o $l $F $$ $& $J $$ !# $3 $l $K $O 0J 2< $N $h $& $J ;v >p $, $" $C $? !# $^ $: !" D9 ;~ 4V %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $, I, MW $K $J $k $? $a $K !" 07 $( $k N3 ;R ?t $, 8: $k !# $^ $? !" 7W ;; @: EY $b 9b $/ $9 $k I, MW $, $" $k !# $= $& $9 $k $H !" %D %j !< K! $N 7W ;; NL $H D> @\ 7W ;; $N 7W ;; NL $N :9 $, >. $5 $/ $J $k $+ !" >l 9g $K $h $C $F $O 5U E> $7 $F $7 $^ $& !# $3 $N $? $a $K !" $^ $? !" GRAPE[11, 9] $K $h $C $F D> @\ 7W ;; $, $+ $J $j 9b B. 2= $5 $l $? $H $$ $& $3 $H $b $" $j !" $3 $l $i $N 7O $K $O 4p K\ E* $K $O D> @\ 7W ;; $, MQ $$ $i $l $F $- $? !# I, $: $7 $b 0l HL E* $J ;v >p $G $O $J $$ $, !" GRAPE $r :n $C $F $- $? 2f !9 $N 4Q E@ $+ $i $O $^ $? 0J 2< $N $h $& $J Ld Bj $, $" $C $? !# GRAPE $r ;H $C $F %D %j !< K! $r 2C B. $9 $k $3 $H $O 2D G= $G $O $" $k [7] $, !" GRAPE $G 7W ;; $G $- $k $N $O N3 ;R !J <A E@ !K $N =E NO >l $@ $1 $G $" $k !# => $C $F !" 1s $/ $N N3 ;R $r $^ $H $a $k ;~ $b !" $= $l $i $r =E ?4 $G CV $- 49 $( $k $3 $H $7 $+ $G $- $: !" 6a ;w $N <! ?t $G $$ $( $P %@ %$ %] !< %k $h $j $b >e $2 $k $3 $H $O =P Mh $J $+ $C $? !# $3 $N $? $a $K !" 7W ;; @: EY $r $" $2 $h $& $H $9 $k $H Hs >o $K 5^ B. $K 7W ;; ;~ 4V $, A} $( $F $7 $^ $$ !" %D %j !< K! $r ;H $& %a %j %C %H $, $J $/ $J $C $F $7 $^ $C $F $$ $? !# 2f !9 $O !" 9b @: EY $N %D %j !< K! $d FMM !J F ast Multip ole Metho d, 9b B. B? =E 6K E8 3+ K! !K $N $h $& $J 9b B. 7W ;; K! $G @: EY $r $" $2 $k $H $- $K I, MW $K $J $k 9b <! $N B? =E 6K E8 3+ $r !" $= $N $^ $^ $N 7A $G $O $J $/ N3 ;R $K La $C $F I= 8= $9 $k J} K! !J 5? ;w N3 ;R B? =E 6K K! !" Pseudoparticle Multip ole Metho d !K $r 3+ H/ $7 $? !# $3 $l $K $h $j !" B? =E 6K E8 3+ $N I> 2A $b GRAPE $r ;H $C $F 9T $J $( $k $h $& $K $J $j !" 9b @: EY $N 7W ;; $, Ht Lv E* $K 2C B. $5 $l $? !# $5 $i $K !" <B $O N3 ;R $N 7A $G I= 8= $9 $k $3 $H $G !" => Mh $h $j $b <B Au $, MF 0W $K $J $j !" G$ 0U <! ?t $N %D %j !< K! $, 4J C1 $K <B 8= =P Mh $k $h $& $K $J $C $? !# 0J 2< !" $^ $: %D %j !< K! $K $D $$ $F $4 $/ 4J C1 $K @b L@ $7 $? $" $H !" 5? ;w N3 ;R B? =E 6K K! $N 4p K\ E* $J ;W A[ $K $D $$ $F =R $Y !" $= $l $+ $i ?t 3X E* $J Dj <0 2= $r M? $( $k !# <! $K !" 7W ;; @: EY $H 7W ;; NL !" 7W ;; ;~ 4V $K $D $$ $F $N ?t CM <B 83 $N 7k 2L $r $^ $H $a $k !# 2 %D %j !< K! $N 86 M} 7W ;; $7 $? $$ $b $N $O MW $9 $k $K 0J 2< $N $h $& $J >o Hy J, J} Dx <0 7O $N 1& JU $G $" $k !# d 2 x i dt 2 = G N X j =1 ;j 6 = i m j x j � x i j x j � x i j 3 ; (1) $3 $3 $G N $O N3 ;R $N ?t !" x i , m i $O $= $l $> $l N3 ;R i $N 0L CV !" <A NL $G $" $j !" G $O =E NO Dj ?t $G $" $k !# 1& JU $r I> 2A $9 $k $b $C $H $b C1 =c $J J} K! $O !" 1& JU $r $= $N $^ $^ NO G$ $; $K 7W ;; $9 $k $3 $H $G $" $k !# N3 ;R ?t $, ?t I4 Dx EY $G $" $l $P !" $3 $N J} K! !J C1 $K D> @\ 7W ;; $H $$ $& !K $h $j $b B. $/ $9 $k $N $O Fq $7 $$ !# $7 $+ $7 !" D> @\ 7W ;; $G $O O ( N 2 ) $G 7W ;; NL $, A} $( $F $$ $/ $N $G !" N3 ;R ?t $, $" $k Dx EY Bg $- $/ $J $k $H D> @\ 7W ;; $O 8= <B E* $G $O $J $/ $J $k !# 7W ;; NL $r 8: $i $9 $K $O !" =E NO $r 5Z $\ $9 1s $/ $N N3 ;R $r E, Ev $K $^ $H $a $k $3 $H $, 9M $( $i $l $k !# $^ $H $a $F $* $$ $F B? =E 6K E8 3+ $r :n $C $F $* $1 $P !" @: EY $O I, MW $K 1~ $8 $F $" $2 $i $l $k $o $1 $G $" $k !# $3 $l $, %D %j !< K! $N 4p K\ E* $J 9M $( $G $" $k !# N3 ;R $, $" $k 6u 4V $r J, 3d $9 $k $3 $H $G B? =E 6K E8 3+ $d 5e LL D4 OB 4X ?t E8 3+ $r ;H $( $k $h $& $K $9 $k !# $b $C $H $b 4J C1 $K !" 6u 4V $r 5, B’ E* $J 3J ;R $G J, 3d $7 $? >l 9g $r 9M $( $F $_ $k $H !" N3 ;R $O !" <+ J, $H !" <+ J, $K NY @\ $9 $k %; %k $K F~ $C $F $$ $k N3 ;R $+ $i $N NO $O D> @\ 7W ;; $7 !" $= $l 0J 30 $N %; %k $+ $i $N NO $O B? =E 6K E8 3+ $G 7W ;; $9 $k $3 $H $K $J $k !# N3 ;R ?t $r N !" 3J ;R $N %; %k $N ?t $r n $H $9 $l $P !" 7W ;; NL $O N 2 =n + N n $N Dx EY $H $J $j !" :G E, $J n $r $H $l $P O ( N 3 = 2 ) $H $J $k !# $3 $N $d $j J} $G L5 BL $J $H $3 $m $O !" <+ J, $+ $i 8+ $F Hs >o $K 1s $/ $K $" $k N3 ;R $b 6a $/ $K $" $k $b $N $b A4 It F1 $8 Bg $- $5 $N %; %k $K $o $1 $F $$ $k $3 $H $G $" $k !# 7W ;; @: EY $N $3 $H $r 9M $( $k $J $i !" 1s $/ $K $$ $/ $[ $I %; %k $,

?^ 1: %D %j !< K! $N 4p K\ E* %" %$ %G %# %" !# Bg $- $/ $J $C $F $h $$ !# $3 $l $r <B 8= $9 $k $? $a $K !" @5 J} 7A !J 3 <! 85 $J $i N) J} BN !K $r :F 5" E* $K J, 3d $7 $F $$ $/ $3 $H $G %D %j !< 9= B$ $r :n $k !# $" $k N3 ;R $X $N NO $r 7W ;; $9 $k $K $O !" %H %C %W %l %Y %k $+ $i %D %j !< $r 9_ $j $F $$ $C $F !" Bg $- $5 $K Hf $Y $F == J, 1s $$ !" $D $^ $j 8m :9 $, >. $5 $/ $J $C $? $H $_ $J $; $k $H $3 $m $G ;_ $a $l $P $h $$ !# == J, 1s $$ $+ $I $& $+ $N H= Dj $K $O !" DL >o $O 8+ 9~ $_ 3Q $H 8F $P $l $k NL � = l =r (2) $r ;H $& !# $3 $3 $G r $O %; %k $N Cf ?4 $+ $i NO $r I> 2A $9 $k N3 ;R $^ $G $N 5w N% !" l $O %; %k $N 0l JU $N D9 $5 $G $" $k !# $3 $3 $G !" 7W ;; NL $H 7W ;; @: EY $N 4V $N 4X 78 $, 86 M} E* $K $O $I $N $h $& $J $b $N $K $J $k $+ $r 4J C1 $K =R $Y $k !# :Y $+ $/ 9M $( $k $H $$ $m $$ $m $d $d $3 $7 $$ $N $G !" $H $j $" $( $: 0l $D $N %; %k $+ $i $N NO $N 8m :9 $K $D $$ $F 9M $( $h $& !# E8 3+ <! ?t $r p $H $9 $l $P !" $" $k %; %k $+ $i $N NO $N Aj BP 8m :9 $O e cell � C p +1 ( r =l ) � ( p +1) = C p +1 � � ( p +1) (3) $N Dx EY $K $J $k $O $: $G $" $k !# $3 $3 $G C p +1 $O l p +1 $G 5, 3J 2= $7 $? p + 1 <! $N B? =E 6K E8 3+ $N 78 ?t $N CM $+ $i 7h $^ $k Dj ?t $G $" $k !# 5, 3J 2= $7 $? $N $G C p +1 $K $O >e 8B $, $" $j !" >e $N <0 $+ $i %D %j !< K! $N 8m :9 8B 3& $r M? $( $k $3 $H $, $G $- $k !# $5 $F !" 7W ;; NL $N J} $O $I $& $J $k $+ $H $$ $( $P !" 6K $a $F Bg ;( GD $K $O C / � � 3 p 2 (4) $G M? $( $i $l $k $O $: $G $" $k !# $3 $3 $G !" � � 3 $K Hf Nc $9 $k $N $O !" � $K Hf Nc $7 $F %; %k $, >. $5 $/ $J $k $N $H !" 3 <! 85 $J $N $G %; %k $N Bg $- $5 $N 3 >h $K H? Hf Nc $7 $F %; %k $N ?t $, A} $( $k $+ $i $G $" $k !# $^ $? !" B? =E 6K E8 3+ $N 78 ?t $N ?t $, p 2 $J $N $G !" 1 $D $N %; %k $+ $i $N NO $N 7W ;; NL $O p 2 $K Hf Nc $9 $k !# $3 $3 $G C p $, p $K $h $i $J $$ $H $+ p $, Bg $- $$ $H $+ 2> Dj $9 $l $P !" 7W ;; @: EY $r 7h $a $? ;~ $K 7W ;; NL $, $b $C $H $b >. $5 $/ $J $k � $N CM $O !" 7W ;; @: EY $K L5 4X 78 $K e � 2 = 3 � 0 : 5 $H $J $k !# $D $^ $j !" @: EY $r $" $2 $k $? $a $K $O <! ?t p $r $" $2 $F $$ $/ $N $, M- 8z $G $" $j !" 8+ 9~ $_ 3Q $r JQ $( $k $3 $H $G @: EY $r D4 @0 $7 $h $& $H $9 $k $N $O 7W ;; NL $+ $i 8+ $k $H B; $K $J $k $N $G $" $k !# $7 $+ $7 !" 8= :_ 9- $/ ;H $o $l $F $$ $k %D %j !< K! $N <B Au $O !" p = 2 $N 8G Dj $N $b $N $, $[ $H $s $I $G $" $k !# $^ $? !" GRAPE >e $G $N %D %j !< K! $N <B Au $O !" GRAPE $, 7W ;; $9 $k $N $, <A E@ $+ $i $N =E NO $G $" $k $? $a $K 86 M} E* $K p = 1 $7 $+ 07 $( $J $$ !# $3 $N $? $a $K !" @: EY $r $" $2 $k $N $O :$ Fq $G $" $C $? $o $1 $G $" $k !#

3 P 2 M 2 K! 9b <! $N 9‘ $r 07 $& $N $K GRAPE $r ;H $& J} K! $O $J $$ $+ $H 9M $( $k $H !" !V B? =E 6K E8 3+ $r N3 ;R $G I= 8= $9 $k !W $H $$ $& $3 $H $, $G $- $l $P $h $$ !# $b $H $b $H B? =E 6K E8 3+ $O <B :] $N N3 ;R J, I[ $N :n $k >l $r 6a ;w $7 $F $$ $k $o $1 $@ $+ $i !" E, Ev $K N3 ;R !J 0J 2< !" $3 $A $i $r K\ Ev $N N3 ;R $H 6h JL $9 $k $? $a $K 5? ;w N3 ;R $H 8F $V !K $r $* $/ $3 $H $G B? =E 6K E8 3+ $r I= 8= $7 $J $* $9 $H $$ $& $3 $H $O 86 M} E* $K $O 2D G= $J $O $: $G $" $k !# $3 $N ;~ $K !" 85 $N N3 ;R $h $j $b >/ $J $$ ?t $G $N 5? ;w N3 ;R $G !" $" $k <! ?t $^ $G $O 85 $N N3 ;R $H F1 $8 B? =E 6K E8 3+ $r ;} $? $; $k $3 $H $, =P Mh $l $P !" $" $H $O $= $l $i $N 5? ;w N3 ;R $+ $i $N =E NO $r Ia DL $N N3 ;R $H F1 $8 $h $& $K 7W ;; $9 $k $3 $H $G %D %j !< K! $, <B 8= $G $- $k $3 $H $K $J $k !# =E NO $N >l 9g !" $$ $/ $D $+ $N N3 ;R $N =E ?4 $O p = 1 $^ $G E8 3+ $, 9g $& $H $$ $& 0U L# $G $= $N $h $& $J N3 ;R $N $* $- J} $N Nc $K $J $C $F $$ $k !# <! $K 4 =E 6K 9‘ $r 9M $( $F $_ $k !# =E ?4 2s $j $N 4 =E 6K 9‘ %b !< %a %s %H %F %s %= %k $O %H %l !< %9 %l %9 $J $N $G !" BP 3Q 2= $9 $l $P FH N) $J MW AG $O 2 8D $G $" $k !# 8@ $$ 49 $( $l $P !" 5? ;w N3 ;R $O Bh 0l <4 $H Bh Fs <4 $N D% $k J? LL >e $K $* $1 $P $h $/ !" 3 8D $N Ey <A NL $N N3 ;R $r 2 Ey JU 3 3Q 7A $K $* $/ $3 $H $G $G 4 =E 6K 9‘ $O I= 8= =P Mh $k !# $b $C $H 9b <! $N >l 9g $G $b !" $3 $N $h $& $K N3 ;R G[ CV $r 9= @. $9 $k $N $b 86 M} E* $K $O 2D G= $J $O $: $@ $, !" $7 $+ $7 !" <! ?t $r $" $2 $F $$ $/ $H 2r $/ $Y $- J} Dx <0 $, $I $s $I $s $d $d $3 $7 $/ $J $k $7 !" $@ $s $@ $s $I $& $d $C $F <0 $r N) $F $l $P $$ $$ $+ $b NI $/ $o $+ $i $J $/ $J $k !J $o $+ $k ?M $O @’ Hs $d $C $F $_ $F M_ $7 $$ !K !# => $C $F !" 0J 2< $G $O $b $& $A $g $C $H 0B D> $J %" %W %m !< %A $r 9M $( $k !# 7k 6I $d $j $? $$ $3 $H $O $J $s $G $" $C $? $+ $H $$ $& $H !" B? =E 6K E8 3+ $N 78 ?t $, <B N3 ;R $N J, I[ $H Ey $7 $/ $J $k $h $& $J 5? ;w N3 ;R $N J, I[ $r 8+ $D $1 $@ $9 $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $3 $3 $G !" 5? ;w N3 ;R $r $* $/ 0L CV $r 5e LL >e $K 8B $C $F $7 $^ $& $H !" 5? ;w N3 ;R $N J} $N J, I[ $N B? =E 6K E8 3+ $O !" $b $A $m $s 5? ;w N3 ;R $N <A NL J, I[ $N 5e LL D4 OB 4X ?t E8 3+ $= $N $b $N $G $" $k $+ $i !" JL $K $3 $& $$ $& @) 8B $r $D $1 $F $b 5? ;w N3 ;R $N $* $- J} $r 7h $a $k $3 $H $O 0M A3 $H $7 $F 2D G= $G $" $k !# $b $A $m $s !" 0L CV $N <+ M3 EY $N $& $A $N 1 $D $r ;& $7 $F $$ $k $N $G !" $= $N J, $? $/ $5 $s N3 ;R $, $$ $k $3 $H $K $J $k $, !" $H $j $" $( $: Bg $7 $? Ld Bj $G $O $J $$ $H ?. $8 $h $& !# $3 $N ;~ $K $O !" 7k 6I 5e LL D4 OB 4X ?t E8 3+ $N 5U JQ 49 $G 5e LL >e $N <A NL J, I[ $, 5a $^ $j !" $= $l $r E, Ev $K N% ;6 E* $J <A E@ $G 6a ;w $9 $k $3 $H $G 5? ;w N3 ;R $r 7h $a $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $5 $F !" 0M A3 $H $7 $F Ld Bj $G $" $k $N $O !" $I $& $d $C $F 5e LL >e $K N3 ;R $r $* $/ $+ $G $" $k !# $3 $l $O !" >e $G 5a $^ $C $? 5e LL >e $N <A NL J, I[ $N !" $J $s $i $+ $N 0U L# $G $N :G NI 6a ;w $G $" $k $h $& $J $b $N $r M- 8B 8D $N N3 ;R $G I= 8= $9 $k $H $$ $& Ld Bj $K $J $k !# $3 $3 $G Cm 0U $7 $F M_ $7 $$ $N $O !" N3 ;R 0l $D $N B? =E 6K E8 3+ $O 0L CV $K BP $7 $F $O Hs @~ 7A $J 4X ?t $G $" $k $, !" <A NL $K BP $7 $F $O @~ 7A $J 4X ?t $G $" $k $3 $H $G $" $k !# => $C $F !" 0L CV $r 8G Dj $7 $F <A NL $@ $1 $r JQ $( $k $h $& $K $7 $F !" p 2 8D $N N3 ;R $r E, Ev $K $* $$ $F <A NL $@ $1 $r JQ $( $F $d $k $3 $H $G !" I, $: p 2 8D $N E8 3+ 78 ?t $N CM $r 9g $o $; $k $3 $H $, =P Mh $k $O $: $G $" $k !# $, !" Mn $A Ce $$ $F 9M $( $F $_ $k $H $3 $l $O $^ $@ $$ $m $$ $m LL E] $= $& $G $" $k !# 7W ;; $N =g HV $, !" $^ $: E8 3+ 78 ?t $r 5a $a $F $+ $i !" $= $N E8 3+ 78 ?t $r K~ $? $9 $h $& $J <A NL J, I[ $r 7h $a $k $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $b $A $m $s 8e H> $N 7W ;; $G $O 2r $/ $Y $- @~ 7A J} Dx <0 $N 78 ?t $O $$ $D $b F1 $8 $J $N $G !" LU J, 2r $7 $F $* $/ $+ 5U 9T Ns $r 5a $a $F $* $$ $F !" $= $l $+ $i 7W ;; $9 $l $P 0l 1~ $O $$ $$ $3 $H $K $J $k !# $3 $3 $G $O !" E@ $N ?t $, A} $( $k $3 $H $O $" $^ $j 5$ $K $7 $J $$ $G Dj <0 2= $d %W %m %0 %i %‘ $, 4J C1 $K $J $k J} 8~ $G 9M $( $k !# 7A <0 E* $K $O !" $9 $k $Y $- $3 $H $O <B N3 ;R J, I[ $r B? =E 6K E8 3+ $7 !" $= $N 78 ?t $r 5U 5e LL D4 OB 4X ?t E8 3+ $7 $F 2> A[ N3 ;R $N <A NL $K La $9 $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# 2> A[ N3 ;R $N ?t $, L5 8B $K B? $$ O" B3 6K 8B $G $O !" 7A <0 E* $K $O 5U JQ 49 $N <0 $O 6K $a $F 4J C1 $G � = 1 X l =0 l X m = � l � m l Y � � m l (5) $H =q $1 $k !# $3 $3 $G � m l $O 5e LL D4 OB 4X ?t E8 3+ $N 78 ?t $G $" $j !" 4X ?t Y m l ( � ; � ) $O 5e LL D4 OB 4X ?t $G $" $k !# 4J C1 $K $J $k $N $O 5e LL >e $G 5e LL D4 OB 4X ?t $, 40 A4 @5 5, D> 8r 7O $r :n $C $F $$ $k $+ $i $G $" $k !# M- 8B 8D $N 2> A[

N3 ;R $G $9 $^ $9 ;~ $b !" $b $7 $b $= $N >e $G 5e LL D4 OB 4X ?t $r M- 8B <! ?t $G @Z $C $? $b $N $, D> 8r 7O $r $J $7 $F $$ $l $P !" >e $N <0 $H K\ <A E* $K F1 $8 4J C1 $J JQ 49 <0 $, $D $+ $( $k $3 $H $K $J $k !# p <! $^ $G $N 5e LL D4 OB 4X ?t $, M- 8B 8D $N 2> A[ N3 ;R $N <A NL $, :n $k 6u 4V $N >e $G D> 8r 7O $r $J $9 $? $a $K $O !" $= $N 6u 4V $N $J $+ $G Fb @Q 1i ;; $, Dj 5A $5 $l $F $= $l $, D> 8r @- $r K~ $? $7 $F $$ $l $P $h $$ !# $= $N $? $a $K $O !" 7k 6I 2 p <! $N B? 9‘ <0 $N @Q J, $, 87 L) $K 5a $a $i $l $l $P $h $$ !# $= $N $h $& $K 2> A[ N3 ;R $r CV $/ J} K! $O $$ $m $$ $m $" $j $( $F !" Nc $( $P � J} 8~ $O p <! %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $N Nm E@ $K CV $- !" � J} 8~ $O 2 p + 1 8D $r Ey 4V 3V $K CV $/ $H $$ $& $b $N $G $b <B 8= $G $- $k !# $, !" $3 $N >l 9g !" 2> A[ N3 ;R $N =E $_ $E $1 $, � $N CM $K $h $C $F JQ $o $k !# $b $& $9 $3 $7 $^ $7 $J CV $- J} $O $J $$ $+ $H ;W $& $o $1 $@ $, !" $3 $l $O <B $O Hs >o $K @N $+ $i 7W ;; 4v 2? 3X $N $[ $& $G 8& 5f $, $" $j !" spherical designs $H $$ $& L> A0 $G CN $i $l $F $$ $k !# $3 $l $O $^ $5 $K 2f !9 $, I, MW $H $7 $F $$ $k !" � $" $k <! ?t $^ $G $N B? 9‘ <0 $N 5e LL >e $N @Q J, $r 87 L) $K M? $( $k !# � ?t CM @Q J, $N =E $_ $, $9 $Y $F $N E@ $G Ey $7 $$ $H $$ $& @- <A $r K~ $? $9 $b $N $G $" $k !# $D $^ $j !" t <! $N spherical design $H $$ $& $N $O ?t 3X E* $K $O 0J 2< $N $h $& $K Dj 5A $5 $l $k !# C1 0L 5e LL S >e $N :B I8 E@ r i (1 � i � K ) $N =8 9g $G !" t <! 0J 2< $N G$ 0U $N B? 9‘ <0 g ( r ) $K BP $7 $F Z S g ( r ) ds = 4 � K K X i =1 g ( r ) (6) $, @. $j N) $D $h $& $J $b $N !# $3 $l $K $O 8E E5 E* $J 8& 5f [10] $H !" :G 6a $K $J $C $F >\ :Y $K I> 2A $7 $J $* $7 $? $b $N [6] $, $" $C $F !" <c 43 7k 2L $, 0c $& $, 20 <! Dx EY $N $b $N $^ $G 5a $a $i $l $F $$ $k !# $^ $? !" :B I8 CM $= $N $b $N $O WWW >e 2 $K 8x 3+ $5 $l $F $$ $k $N $G !" %U %! %$ %k $K Mn $9 $N $O Hs >o $K 4J C1 $G $" $k !# <! ?t p $, >. $5 $$ ;~ $K $O !" @5 B? LL BN $N D: E@ $H $$ $C $? $b $N $K $J $C $F $$ $k $, !" $= $l 0J >e $G $O 4p K\ E* $K $O @Z F, N) J} BN $N AH 9g $; $H $$ $C $? J} K! $G 9= @. $5 $l $F $$ $k !# E@ $N ?t $O 7k 6I %k %8 %c %s %I %k B? 9‘ <0 $r ;H $& >l 9g $H $" $^ $j JQ $o $i $J $$ $, !" ?t CM @Q J, $N =E $_ $, $9 $Y $F $N E@ $G Ey $7 $$ $? $a $K %W %m %0 %i %‘ $, 4J C1 $G ?t CM E* $K $b @- <A $, $h $$ !# $5 $F !" spherical design $r ;H $& $3 $H $K 7h $a $k $H !" 7k 6I <B N3 ;R $+ $i 2> A[ N3 ;R $X $N JQ 49 $O 0J 2< $N $h $& $K 7W ;; $G $- $k $3 $H $K $J $k !# $^ $: !" 5e LL D4 OB 4X ?t E8 3+ $N 78 ?t � m l $O !" � m l = N X i =1 m i r l i Y � m l ( � i ; � i ) (7) $G M? $( $i $l $k !# $3 $3 $G m i $O N3 ;R i $N <A NL $G $" $j !" ( r i ; � i ; � i ) $O $= $N 0L CV $N 6K :B I8 I= <( $G $" $k !# 4X ?t Y m l ( � ; � ) $O 5e LL D4 OB 4X ?t $G $" $j !" Y m l = ( � 1) m s 2 l + 1 4 � ( l � j m j )! ( l + j m j )! P m l (cos � ) e im� (8) $G M? $( $i $l $k !# $3 $3 $G P m l $O %k %8 %c %s %I %k Gf 4X ?t $G $" $k !# $3 $l $H F1 $8 E8 3+ 78 ?t $r $b $D H> 7B a $N 5e LL >e $G $N <A NL J, I[ � ( � ; � ) $O � m l = Z S � ( � ; � ) Y � m l ( � ; � ) dS; (9) $r K~ $? $9 I, MW $, $" $k !# 5e LL D4 OB 4X ?t $N D> 8r @- $+ $i !" $3 $N <A NL J, I[ � $O � = 1 X l =0 l X m = � l � m l Y � � m l (10) 2 http://www.research.att.com/ � njas/sphdesigns/index.html

$G M? $( $i $l $k $3 $H $K $J $k !# $3 $3 $G @Q J, $r @h $[ $I $N K 8D $N 2> A[ N3 ;R >e $G $N ?t CM @Q J, $G CV $- 49 $( $l $P !" 2> A[ N3 ;R j $N <A NL $, m j = 1 4 � K p X l =0 l X m = � l � m l Y � � m l (11) $G $" $? $( $i $l $k $3 $H $K $J $k !# $3 $3 $G !" E8 3+ $, p <! $G BG $A @Z $i $l $F $$ $k $3 $H $K Cm 0U $7 $F $[ $7 $$ !# $5 $F !" $3 $l $G I, MW $J JQ 49 $O M? $( $i $l $? $, !" $$ $A $$ $A 78 ?t $r 5a $a $F $+ $i $= $l $r $b $& 0l 2s JQ 49 $9 $k $N $O H~ $7 $/ $J $$ !# <B N3 ;R $N <A NL $+ $i D> @\ 2> A[ N3 ;R $N <A NL $r 5a $a $k $3 $H $r 9M $( $F $_ $k $H !" $3 $l $O i , l , m $N 3 =E $N Am OB $K $J $C $F 0l 8+ 7W ;; $, Bg JQ $J $h $& $J 5$ $, $9 $k !# $7 $+ $7 !" <B $O ;0 3Q 4X ?t $H F1 MM $K 5e LL D4 OB 4X ?t $K $b 2C K! Dj M} P l (cos ) = 4 � 2 l + 1 l X m = � l Y m l ( � ; � ) Y � m l ( � 0 ; � 0 ) (12) $H $$ $& $b $N $, $" $j [ $3 $3 $G $O J} 8~ ( � ; � ) $H ( � 0 ; � 0 ) $N 4V $N 3Q EY ] !" $3 $l $r ;H $( $P m $K $D $$ $F $N OB $O >C $( $F !" 7k 6I m j = 2 l + 1 K N X i =1 m i p X l =0 ( r i =r ) l P l (cos ) (13) $H $$ $& $3 $H $K $J $k !# $3 $3 $G Cm 0U $7 $F $[ $7 $$ $3 $H $O !" <0 (13) $O <B N3 ;R $+ $i 2> A[ N3 ;R $X $N JQ 49 $@ $1 $G $J $/ !" %D %j !< $N >e $N %l %Y %k $K >e $, $C $F $$ $/ 2> A[ N3 ;R $+ $i 2> A[ N3 ;R $X $N JQ 49 $K $b F1 MM $K ;H $( $k $3 $H $G $" $k !# $D $^ $j !" <0 (13) $G I, MW $J JQ 49 $O $9 $Y $F I= 8= $5 $l $F $$ $k $3 $H $G $" $k !# $b $& $R $H $D =E MW $J $3 $H $O !" l $N Am OB $N <0 $O 7k 6I r i =r $H cos $N l <! B? 9‘ <0 $J $N $G !" $^ $H $b $K 7W ;; $9 $l $P O ( l 2 ) !" A2 2= <0 $r ;H $( $P O ( l ) , 6h J, 6a ;w B? 9‘ <0 $r =‘ Hw $7 $F $* $1 $P O (1) $G 7W ;; $G $- $k $H $$ $& $3 $H $G $" $k !# $J $* !" %D %j !< K! $N >l 9g $K $O $3 $l $G OC $O =* $j $G $" $j !" $" $H $O %; %k $+ $i 3F N3 ;R $X $N NO $r 7W ;; $9 $k $H $- $K 5? ;w N3 ;R $+ $i $N NO $N OB $H $7 $F 7W ;; $9 $k $H $$ $& $@ $1 $G $" $k !# => $C $F !" => Mh $N %D %j !< K! $K $o $: $+ $J <j D> $7 $r $9 $k $@ $1 $G G$ 0U <! ?t $N $b $N $, :n $l $k !# FMM[4, 5] $K $D $$ $F $b F1 MM $J $3 $H $, 9M $( $i $l $k $, !" $3 $3 $G $O >J N, $9 $k !# $= $N M} M3 $O !" 8= :_ $^ $G $K H/ I= $5 $l $? $[ $H $s $I $N O@ J8 $G !" 7W ;; @: EY $, F1 Dx EY $J $i $P %D %j !< K! $N $[ $& $, FMM $h $j $b M- 0U $K B. $$ $H $$ $& 7k 2L $, <( $5 $l $F $$ $k $? $a $G $" $k [3] !# %D %j !< $O 7W ;; NL $, O ( N log N ) $G FMM $O O ( N ) $J $N $@ $+ $i !" FMM $N $[ $& $, B. $= $& $J $b $N $G $" $k $, !" <B :] $K $O $= $& $O $J $i $J $$ !# $3 $3 $G $O $3 $N M} M3 $K ?< F~ $j $O $7 $J $$ $, !" 4J C1 $K $$ $& $H %D %j !< $G $O B? =E 6K $r I> 2A $9 $k $H $3 $m $@ $1 $G 8m :9 $, F~ $k $N $K BP $7 !" FMM $G $O B? =E 6K JQ 49 $r 6I =j JQ 49 $K JQ 49 $7 $F !" $5 $i $K $= $l 0\ F0 $7 $F $H $$ $& $U $& $K CJ 3, $, A} $( !" $= $l $> $l $N CJ 3, $G 8m :9 $, F~ $C $F $/ $k $? $a $G $" $k !# 4 %F %9 %H 7W ;; >e $N Dj <0 2= $K 4p $E $$ $? P 2 M 2 $r F OR TRAN $G =q $+ $l $? %D %j !< K! $K AH $_ 9~ $s $G !" 7W ;; ;~ 4V !" 7W ;; @: EY $N I> 2A $r 9T $J $C $F $_ $? !# $^ $: !" HF MQ %9 %+ %i !< 7W ;; 5! $G $N 7k 2L $r <( $7 !" <! $K GRAPE-4 $G $N 7k 2L $r <( $9 !# 4.1 HF MQ 7W ;; 5! $G $N 7k 2L ?^ 2 $K 8+ 9~ $_ 3Q � $H 7W ;; 8m :9 $N 4X 78 $r <( $9 !# $3 $3 $G $O 7W ;; 8m :9 $O 2C B. EY $N Aj BP 8m :9 $N 2 >h J? 6Q $H $7 $F Dj 5A $5 $l $k !# $3 $l $O ;~ 4V @Q J, $N @: EY $K $O D> @\ $D $J $, $i $J $$ $H $$ $& 0U L# $G $" $^ $j $h $$ NL $G $O

?^ 2: P 2 M 2 K! $G $N 8+ 9~ $_ 3Q $H 7W ;; @: EY $N 4X 78 !# >e $+ $i => Mh $N %D %j !< K! !" p = 1 ; � � � 6 !# $J $$ $, !" B> $N B? $/ $N O@ J8 $G $3 $l $, $b $A $$ $i $l $F $$ $k $N $G $3 $3 $G $O $= $l $K => $& !# N3 ;R J, I[ $O 5e $N $J $+ $N 0l MM J, I[ $G !" N3 ;R ?t $O 262,144 $G $" $k !# ?^ 2 $+ $i $o $+ $k $h $& $K !" <! ?t $, 9b $$ $[ $I 7W ;; @: EY $O >e $, $k !# 7W ;; @: EY $N 8+ 9~ $_ 3Q $X $N 0M B8 @- $O Bg ;( GD $K $$ $C $F e � � p +1 : 5 $N Dx EY $K $J $k !# 7W ;; NL $H 8+ 9~ $_ 3Q $N 4X 78 $r <( $7 $? $b $N $, ?^ 3 $G !" $$ $& $^ $G $b $J $/ � $, >. $5 $$ $[ $I !" $^ $? <! ?t $, 9b $$ $[ $I 7W ;; NL $O A} $( $k !# $J $* !" $3 $3 $G 7W ;; NL $H $7 $F =q $$ $F $$ $k $N $O 7W ;; ;~ 4V $G $O $J $/ !" $" $k N3 ;R $, NO $r <u $1 $F $$ $k N3 ;R !J <B N3 ;R $H 5? ;w N3 ;R $r $" $o $; $F !K $N 8D ?t $N J? 6Q CM $G $" $k !# $5 $F !" @h $K =R $Y $? $h $& $K !" I, MW $J 7W ;; @: EY $r 7h $a $l $P :G E, $J !J 7W ;; NL $r :G >. $K $9 $k !K <! ?t $H 8+ 9~ $_ 3Q $N AH 9g $; $, B8 :_ $7 $F $$ $k $O $: $G $" $k !# $3 $l $O !" 7W ;; NL $H 7W ;; @: EY $N 4X 78 $r 8+ $l $P $o $+ $k $N $G !" $= $l $r ?^ $K $7 $? $b $N $, ?^ 4 $G $" $k !# MW 5a $9 $k 7W ;; @: EY $r >e $2 $F $$ $/ $H !" :G E, <! ?t $O >e $, $C $F $$ $/ $3 $H $, $o $+ $k !# 5U $K !" 8+ 9~ $_ 3Q $O $[ $\ 0l Dj $N $^ $^ $G $" $k $3 $H $K Cm 0U $7 $F M_ $7 $$ !# $J $* !" p = 1 $N >l 9g $O %@ %$ %] !< %k $^ $G I= 8= $5 $l $F $$ $k $3 $H $K $J $j !" $3 $l $O => Mh $N %D %j !< K! $G $O =E ?4 $@ $1 $r ;H $C $F $$ $k >l 9g $K Aj Ev $9 $k !# 7W ;; NL $O 5? ;w N3 ;R $r 4 8D I, MW $H $9 $k $? $a $K 4 G\ $H $J $C $F $$ $F !" $3 $N >l 9g $d !" $= $N <! $N p = 2 $N >l 9g !J 5? ;w N3 ;R 12 8D $, I, MW !K $K $D $$ $F $O !" HF MQ 7W ;; 5! $G 7W ;; $9 $k $+ $. $j => Mh $N %D %j !< K! $K Hf $Y $F $$ $$ $3 $H $O $J $$ !# 4.2 GRAPE-4 $G $N <B Au GRAPE $r ;H $& >l 9g $N 7W ;; %3 !< %I $b !" => Mh $N $b $N $r >/ $7 <j D> $7 $9 $k $@ $1 $G 9= @. $G $- $k !# GRAPE $r ;H $& >l 9g $N 4p K\ E* $J 9M $( $O !" %[ %9 %H $G %D %j !< $r $? $I $C $F $$ $/ $N $r $" $k %0 %k !< %W $K BP $7 $F 9T $J $$ !" $= $l $G =P Mh $? Aj 8_ :n MQ %j %9 %H $H %0 %k !< %W $N Cf $N N3 ;R $N %j %9 %H $r GRAPE $K Aw $C $F NO $r 7W ;; $7 $F $b $i $* $& $H $$ $& $b $N $G $" $C $? [7] !# $3 $N $? $a $K !" 0l N3 ;R $" $? $j $N 7W ;; NL $O %0 %k !< %W $N Cf $N N3 ;R $N ?t $N ?t G\ Dx EY A} $( $F $$ $k !# GRAPE $, Aj BP E* $K 9b B. $J $N $G !" $3 $N It J, $O $" $^ $j Ld Bj $K $J $i $J $$ $o $1 $G $" $k !# 5? ;w N3 ;R $r ;H $C $? >l 9g $G $b !" $3 $N GRAPE $r ;H $& $? $a $K 7W ;; NL $, A} $( $F $$ $k J, $O JQ $o $i $J $$ $N $G !" 7k 6I <! ?t $r >e $2 $F $b $= $l $[ $I 7W ;; NL $, A} $( $J $$ $H $$ $& $3 $H $, 4| BT $G $- $k !# 7W ;; @: EY !" 7W ;; ;~ 4V Ey $N B, Dj 7k 2L $r ?^ 5 $K <( $9 !# N3 ;R J, I[ $O A0 $H F1 $8 $G $" $j !" HF MQ 7W ;; 5! $O Alpha 21164 300 MHz (DEC Alphaserv er 8400), GRAPE $O GRAPE-4 %\ !< %I 1 Kg !J 32 chip, 10 G ops !K

?^ 3: P 2 M 2 K! $G $N 8+ 9~ $_ 3Q $H 7W ;; NL $N 4X 78 !# @~ !" %7 %s %\ %k $N 0U L# $O ?^ 2 $H F1 $8 !# ?^ 4: P 2 M 2 K! $G $N 7W ;; NL $H 7W ;; @: EY $N 4X 78 !# @~ !" %7 %s %\ %k $N 0U L# $O ?^ 2 $H F1 $8 !#

?^ 5: HF MQ 7W ;; 5! $H GRAPE-4 $G $N !J :8 !K 8+ 9~ $_ 3Q $H 7W ;; ;~ 4V !" !J 1& !K 7W ;; ;~ 4V $H 7W ;; @: EY $N 4X 78 !# >e $O HF MQ 7W ;; 5! !" 2< $O GRAPE-4. %7 %s %\ %k $N 0U L# $O ?^ 2 $H F1 $8 !# $G $" $k !# >e $G 4| BT $7 $? $H $* $j !" <! ?t $r >e $2 $F $b !" $^ $? 8+ 9~ $_ 3Q $r >. $5 $/ $7 $F $b HF MQ 7W ;; 5! $N >l 9g $N $h $& $K $O 7W ;; NL $, A} $( $J $$ !# 7k 2L $H $7 $F !" @: EY $r >e $2 $k $[ $I GRAPE $r ;H $& %a %j %C %H $O Bg $- $/ $J $j !" 10 � 6 Dx EY $N @: EY $r MW 5a $9 $k $J $i 7W ;; B. EY $N :9 $O 100 G\ 6a $/ $K $J $k !# GRAPE $r ;H $& >l 9g $K $O !" $b $H $b $H 7W ;; NL $, A} $( $F $$ $k $H $$ $& $3 $H $b $" $C $F 5? ;w N3 ;R K! $N 7W ;; NL $, B? $$ $H $$ $& 7g E@ $, L\ N) $? $J $/ $J $C $F $$ $k $3 $H $, $o $+ $k !# 5 $^ $H $a $H 5D O@ $3 $3 $G $O !" 9b @: EY $N %D %j !< K! $r <B 8= $9 $k $? $a $K I, MW $J %] %F %s %7 %c %k $N B? =E 6K E8 3+ $r !" 5? ;w N3 ;R $r $D $+ $C $F I= 8= $9 $k 5? ;w N3 ;R B? =E 6K K! !J P 2 M 2 K! !K $K $D $$ $F !" $= $N 86 M} !" Dj <0 2= !" ?t CM <B 83 $N 7k 2L $r 35 @b $7 $? !# $3 $N J} K! $O !" Ia DL $N 7W ;; 5! $G $O %W %m %0 %i %‘ $, 4J C1 $K $J $k $H $$ $& Mx E@ $O $" $k $, 7W ;; NL $, A} $( $k $? $a $+ $J $i $: $7 $b <B MQ E* $G $O $J $$ $+ $b $7 $l $J $$ !# $7 $+ $7 !" N3 ;R 4V $N =E NO $r 9b B. $K 7W ;; $9 $k @l MQ 7W ;; 5! GRAPE $r ;H $C $F B? =E 6K E8 3+ $, 7W ;; $G $- $k $? $a !" 7‘ E* $J 9b B. 2= $, 2D G= $G $" $k $H $$ $& $N $, Bg $- $J FC D9 $G $" $k !# ;2 9M J8 8% [1] A. W. App el: \An e�cien t program for man y-b o dy sim ulation," SIAM Journal on Scienti�c and Statistic al Computing 6, 85{103 (1985). [2] J. Barnes and P . Hut: \A hiearc hical O ( N log N ) force calculation algorithm," Natur e 324, 446{449 (1986). [3] D. Blac kston and T. Suel: \ Highly p ortable and e�cient implementations of parallel adap- tiv e n-b o dy metho ds," Pr o c e e dings of SC97 . A CM 1997, (CD{ROM). [4] L. Greengard and V. A. Rokhlin: \A fast algorithm for particle sim ulations," Journal of Computational Physics 73, 325{348 (1987). [5] L. Greengard and V. A. Rokhlin: \Rapid ev aluation of p otential �elds in three dimensions," V ortex Metho ds (edited by Anderson C. and Greengard, C.), n um ber 1360 in Lecture Notes in Mathematics, Springer-V erlag, Berlin, 121{141 (1988).

[6] R. H. Hardin and N. J. Sloane: \McLaren’s improv ed snub cub e and other new spherical designs in three dimensions," Discr ete and Computational Ge ometry, 15, 429 (1996). [7] J. Makino: \T reeco de with a sp ecial-purp ose pro cessor," Publ. Astr on. So c. J. 43, 621{638 (1991). [8] KR Ln =_ 0l O: : \ 9b B. B? =E 6K E8 3+ K! $H %D %j !< K! | B? BN %7 %_ %e %l !< %7 %g %s $N $? $a $N 9b B. ;; K! ," 1~ MQ ?t M} 8, 277-286 (1998). [9] J. Makino and M. T aiji, Sp e cial Purp ose Computers for Scienti�c Simulations { The GRAPE systems , John Wiley and Sons, Chic hester (1998). [10] A. D. McLaren: \Optimal n umerical in tegration on a sphere," Math. Comput., 17, 361{383 (1963). [11] D. Sugimoto, Y. Chik ada, J. Makino, T. Ito, T. Ebisuzaki, and M. Umem ura: \A sp ecial- purp ose computer for gravitational man y-b o dy problems," Natur e 345, 33-45 (1990).